Résoudre un systéme d'équations H
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- Exercice n°1 :
~ 1. Mettre le systéme suivant sous forme d'équation matricielle en justifiant.

xX+y—z=2
{x—y+22=9
2x+y+z=11

© 2. En déduire les solutions du systéme.

- Exercice n°2 :
© 1. Mettre le systéme suivant sous forme d'équation matricielle en justifiant.
‘ 2x+z—y=4
{ 3z—x+5y=1
‘ y+4x —2z=-3
- 2. En déduire les solutions du systéme.

- Exercice n°3:
- 1. Mettre le systéme suivant sous forme d'équation matricielle en justifiant.
3x—2y+4z—t=>5
xX+5t—-3z=2y—-7
2y+z—x=4+3t
' 4x +y—2z+6t=0
2. En déduire les solutions du systéme.

- Exercice n°4 :

* 1. Mettre le systéme suivant sous forme d'équation matricielle en justifiant.

: 3a+2b—c=4b+5
2a—3c+4d=b—2a+1

at+b+c+d=2c-3

’ 5b—-2d =3a+c—8

-~ 2. En déduire les solutions du systéme.
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- Exercice n°1 :
-~ 1. Mettre le systéme suivant sous forme d'équation matricielle en justifiant.

xX+y—z=2
{x—y+22=9
2x+y+z=11

g x+y—z=2
> Le systéme{x —y+ 2z =9 équivauta AX =B
; 2x+y+z=11

: 1 1 =1 x 2
coud=|1 -1 2 ,X=<y)etB= 9 |
y 2 1 1 z 11

y 1 1 -1\ /x X+y—z
En effet: AX = (1 -1 2 )(y) = (x—y+22>.
’ 2 1 1 z 2x+y+z

-~ Donc, par identification des coefficients, AX = B
y X+y—z=2

- si, et seulement si : { xX—y+2z=9

g’ 2x+y+z=11

2. En déduire les solutions du systéme.

1 2 _1
s 3 3
- AestinversibleetA™' = -1 -1 1
- 1 -1 2
g 3 3
"AX =B & A 'AX = A" 'BdoncX = A"!B.
i3 1 2 _1 13
g 3 3 2 3
‘x=4"B=[-1 -1 1 |[9])=|0]
“ -1 _1 2 11 7

3 3
g \ . 13 7
-~ Donc le systeme a pour solution x = Sy = Oetz = p

- Exercice n°2 :
1. Mettre le systeme suivant sous forme d'équation matricielle en justifiant.
2x+z—y=4
{ 3z—x+5y=1
y+4x —2z=-3

g 2x+z—y=4
Le systéme{ 3z—x+5y =1 équivauta AX = B
y y+4x —2z=-3

. 27 -1 1 x 4
JouA=(-1 5 3 ,X=<y>etB= 1.
g 4 1 -2 z -3

2 -1 1\ ,x 2x—y+z 2x+z—y
En effet: AX = <—1 5 3 )(y) = (—x + 5y + 32> = (32 —-x+ Sy).
y 4 1 =2/ \z 4x +y— 2z y+4x — 2z
> Dong, par identification des coefficients, AX = B

2x+z—y=+4

7 si, et seulement si : { 3z—x+5y=1

g +4x — 2z = -3
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2. En déduire les solutions du systéme.

. 13 1 8
estinversibleetA_1=; -10 8 7 )

21 6 -9
X=B & A 'AX=A"'BdoncX = A'B.

ﬁ
(13 1 8\ 4 (29 /5;3\

—a-1p _ [ _ —1_ = -2
X=A"B=-(-10 8 7 |{ 1 |=5(-53 = |.

21 6 -9/ \-3 117

A
A

39
19
X . 29 53 39
Donc le systeme a pour solution x = oYy =-—etz=—

xercice n°3 :
. Mettre le systeme suivant sous forme d'équation matricielle en justifiant.
3x—2y+4z—t=5
x+5t—-3z=2y—-7
2y+z—x=4+3t
4x+y—2z+6t=0

= |

On commence par regrouper dans chaque équation les termes en x, y, z, ta gauche et les constantes a droite :

3x—2y+4z—t =5 3x—=2y+4z—t =5
x+5t—3z=2y—-7 - x—2y—3z+5t=-7
2y+z—x=4+3t —x+2y+z-3t=4
dx+y—2z+6t=0 dx+y—2z+6t=0

Ce systeme équivauta AX = B

3 -2 4 -1 X 5
.. |1 -2 -3 5 |y | =7
oud = 1 2 1 —3 , X = z etB = 4
4 1 -2 6 t 0
3 =2 4 -1\ ,x 3x—2y+4z—t
) |1 -2 -3 5 y\| [ x—2y—3z+5t
En effet: AX = 1 2 1 3 2] T\ =x+2y+2-3¢ |

4 1 -2 6 t 4x +y—2z+ 6t
Donc, par identification des coefficients, AX = B
3x—2y+4z—t=5
x—2y—3z+5t=-7
—x+2y+z—-3t=4
4x+y—2z+6t=0

si, et seulement si :

2. En déduire les solutions du systéme.
20 55 77 —4

. : 1 _ 1 =8 =22 =22 6
A estinversible et A7 = 2| —18 —66 —88 8
-18 -55 =77 8
AX=B © A'AX =A"'BdoncX = A!B.
23
22
20 55 77 -4 5 23 /13\\
Caip_ 1 -8 =22 =22 6 |[-7\_1[ 26 |\_| 1 |
X=A"8=%\_18 —66 —88 8 || 4 |72 20 |7| 20 |
-18 -55 -77 8/ \0 ~13 \ 113/
22
Donc le systéme a pour solution x = ﬁ; y = E; z=2ett=-2
22 11 11 22
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- Exercice n°4 :
2 1. Mettre le systeme suivant sous forme d'équation matricielle en justifiant.
3a+2b—c=4b+5
2a—3c+4d=b—-2a+1
a+b+c+d=2c—-3
5b—2d =3a+c—8

On commence par regrouper dans chaque équation les termes en a, b, ¢, da gauche et les constantes
a droite :

3a+2b—c=4b+5 3a—2b—c+0d=5
2a—36+4d=b—2a+1(:) 4da—b—-3c+4d =1
a+b+c+d=2c—-3 a+b—c+d=-3
5b—2d=3a+c—8 —3a+5b—c—2d =-8
Ce systeme équivauta MX = B
3 -2 -1 0 a 5
. 4 -1 -3 4 b 1
ouM = 1 1 -1 1 , X = CetB— _3
-3 5 -1 -2 d -8
3 -2 -1 0 a 3a—2b—c
4 -1 -3 4 b 4a —b —3c+4d
En effet : MX = 1 1 -1 1 c = G4 b—c+d
-3 5 -1 -2/ \d —3a+5b—c—2d

Donc, par identification des coefficients, MX = B
3a—2b—c=5
4a—b—-3c+4d=1
a+b—c+d=-3
—3a+5b—c—2d =-8

si, et seulement si :

2. En déduire les solutions du systéme.
8 —-13 38 -7
1 -1 -10 34 -3
31\ =5 —-19 46 -15
-12 4 5 =5
MX=B & M 'MX=M"1BdoncX =M !B.

M est inversible et M~1 =

8 —-13 38 -7 5 —31 -1
_ip_ 1| -1 -10 34 -3 1 \_1[-93)_[-3
X=M"B =5 -5 —-19 46 —-15]\ -3 31\ -62] | -2
—12 4 5 -5 —8 —31 -1
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Donc le systéeme a pour solutiona = —1; b = —3; ¢ = —2etd = —1.

a
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   {    x + y − z = 2   x − y + 2 z = 9   2 x + y + z = 11


   {    2 x + z − y = 4   3 z − x + 5 y = 1   y + 4 x − 2 z = − 3


   {    3 x − 2 y + 4 z − t = 5   x + 5 t − 3 z = 2 y − 7   2 y + z − x = 4 + 3 t   4 x + y − 2 z + 6 t = 0


   {    3 a + 2 b − c = 4 b + 5   2 a − 3 c + 4 d = b − 2 a + 1   a + b + c + d = 2 c − 3   5 b − 2 d = 3 a + c − 8


   {    x + y − z = 2   x − y + 2 z = 9   2 x + y + z = 11


   {    x + y − z = 2   x − y + 2 z = 9   2 x + y + z = 11


  A X = B


  A =  (    1  1  − 1   1  − 1  2   2  1  1 )


  X =  (    x   y   z )


  B =  (    2   9   11 )


  A X =  (    1  1  − 1   1  − 1  2   2  1  1 )  (    x   y   z ) =  (    x + y − z   x − y + 2 z   2 x + y + z )


  A X = B


   {    x + y − z = 2   x − y + 2 z = 9   2 x + y + z = 11


  A


    A  − 1 =  (    1   2 3  −  1 3   − 1  − 1  1   − 1  −  1 3   2 3 )


  A X = B    ⟺      A  − 1 A X =   A  − 1 B


  X =   A  − 1 B


  X =   A  − 1 B =  (    1   2 3  −  1 3   − 1  − 1  1   − 1  −  1 3   2 3 )  (    2   9   11 ) =  (     13 3   0    7 3 )


  x =  13 3


  y = 0


  z =  7 3


   {    2 x + z − y = 4   3 z − x + 5 y = 1   y + 4 x − 2 z = − 3


   {    2 x + z − y = 4   3 z − x + 5 y = 1   y + 4 x − 2 z = − 3


  A X = B


  A =  (    2  − 1  1   − 1  5  3   4  1  − 2 )


  X =  (    x   y   z )


  B =  (    4   1   − 3 )


  A X =  (    2  − 1  1   − 1  5  3   4  1  − 2 )  (    x   y   z ) =  (    2 x − y + z   − x + 5 y + 3 z   4 x + y − 2 z ) =  (    2 x + z − y   3 z − x + 5 y   y + 4 x − 2 z )


  A X = B


   {    2 x + z − y = 4   3 z − x + 5 y = 1   y + 4 x − 2 z = − 3


  A


    A  − 1 =  1 57  (    13  1  8   − 10  8  7   21  6  − 9 )


  A X = B    ⟺      A  − 1 A X =   A  − 1 B


  X =   A  − 1 B


  X =   A  − 1 B =  1 57  (    13  1  8   − 10  8  7   21  6  − 9 )  (    4   1   − 3 ) =  1 57  (    29   − 53   117 ) =  (     29 57   −  53 57    39 19 )


  x =  29 57


  y = −  53 57


  z =  39 19


   {    3 x − 2 y + 4 z − t = 5   x + 5 t − 3 z = 2 y − 7   2 y + z − x = 4 + 3 t   4 x + y − 2 z + 6 t = 0


  x


  y


  z


  t


   {    3 x − 2 y + 4 z − t = 5   x + 5 t − 3 z = 2 y − 7   2 y + z − x = 4 + 3 t   4 x + y − 2 z + 6 t = 0    ⟺     {    3 x − 2 y + 4 z − t = 5   x − 2 y − 3 z + 5 t = − 7   − x + 2 y + z − 3 t = 4   4 x + y − 2 z + 6 t = 0


  A X = B


  A =  (    3  − 2  4  − 1   1  − 2  − 3  5   − 1  2  1  − 3   4  1  − 2  6 )


  X =  (    x   y   z   t )


  B =  (    5   − 7   4   0 )


  A X =  (    3  − 2  4  − 1   1  − 2  − 3  5   − 1  2  1  − 3   4  1  − 2  6 )  (    x   y   z   t ) =  (    3 x − 2 y + 4 z − t   x − 2 y − 3 z + 5 t   − x + 2 y + z − 3 t   4 x + y − 2 z + 6 t )


  A X = B


   {    3 x − 2 y + 4 z − t = 5   x − 2 y − 3 z + 5 t = − 7   − x + 2 y + z − 3 t = 4   4 x + y − 2 z + 6 t = 0


  A


    A  − 1 =  1 22  (    20  55  77  − 4   − 8  − 22  − 22  6   − 18  − 66  − 88  8   − 18  − 55  − 77  8 )


  A X = B    ⟺      A  − 1 A X =   A  − 1 B


  X =   A  − 1 B


  X =   A  − 1 B =  1 22  (    20  55  77  − 4   − 8  − 22  − 22  6   − 18  − 66  − 88  8   − 18  − 55  − 77  8 )  (    5   − 7   4   0 ) =  1 22  (    23   26   20   − 13 ) =  (     23 22    13 11    10 11   −  13 22 )


  x =  23 22


  y =  13 11


  z =  10 11


  t = −  13 22


   {    3 a + 2 b − c = 4 b + 5   2 a − 3 c + 4 d = b − 2 a + 1   a + b + c + d = 2 c − 3   5 b − 2 d = 3 a + c − 8


  a


  b


  c


  d


   {    3 a + 2 b − c = 4 b + 5   2 a − 3 c + 4 d = b − 2 a + 1   a + b + c + d = 2 c − 3   5 b − 2 d = 3 a + c − 8    ⟺     {    3 a − 2 b − c + 0 d = 5   4 a − b − 3 c + 4 d = 1   a + b − c + d = − 3   − 3 a + 5 b − c − 2 d = − 8


  M X = B


  M =  (    3  − 2  − 1  0   4  − 1  − 3  4   1  1  − 1  1   − 3  5  − 1  − 2 )


  X =  (    a   b   c   d )


  B =  (    5   1   − 3   − 8 )


  M X =  (    3  − 2  − 1  0   4  − 1  − 3  4   1  1  − 1  1   − 3  5  − 1  − 2 )  (    a   b   c   d ) =  (    3 a − 2 b − c   4 a − b − 3 c + 4 d   a + b − c + d   − 3 a + 5 b − c − 2 d )


  M X = B


   {    3 a − 2 b − c = 5   4 a − b − 3 c + 4 d = 1   a + b − c + d = − 3   − 3 a + 5 b − c − 2 d = − 8


  M  


    M  − 1 =  1 31  (    8  − 13  38  − 7   − 1  − 10  34  − 3   − 5  − 19  46  − 15   − 12  4  5  − 5 )


  M X = B    ⟺      M  − 1 M X =   M  − 1 B


  X =   M  − 1 B


  X =   M  − 1 B =  1 31  (    8  − 13  38  − 7   − 1  − 10  34  − 3   − 5  − 19  46  − 15   − 12  4  5  − 5 )  (    5   1   − 3   − 8 ) =  1 31  (    − 31   − 93   − 62   − 31 ) =  (    − 1   − 3   − 2   − 1 )


  a = − 1


  b = − 3


  c = − 2


  d = − 1

