Inverse de matrices
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- Exercice n°1 : Dans chaque cas, déterminer si A est inversible et préciser A~ le cas échéant.

T
b)4 = (31 4)2
A= (13 1—6)
d)A= (1 2)
Exercice n°2 : Soient A = (; 3) etB = (_72 _13)

~ Calculer AB et BA. Que peut-on en déduire sur ces deux matrices ?

Exercice n°3 : On considére la matrice A = (g (1))

Supposons qu'il existe une matrice B = (CCL Z) telle que AB = I.
' 1. Effectuer le calcul AB.
2. Que peut-on en déduire quant a I'existence de B ?

3. La matrice Aest-elle inversible ?

- Exercice n°4 : Montrer que les matrices suivantes sont inversibles et donner leurs matrices

inverses.
: 3 1 -2 1
1=(5 2)8=(5 —1)’626 2)

- Exercice n°5 : On considére les matrices

1 0 0 1 0 0 1 0 0
A=10 1 0f,B={0 1 0, C=({0 1 O0).
0 0 O 0 0 1 01 0

1. Effectuer les calculs AB et AC.
2. Pourquoi peut-on en déduire que la matrice A n’est pas inversible ?

g 0 2 1
- Exercice n°6 : On considere la matrice N = (O 0 3).
: 0 0 0
- Calculer N?et N3. Nest-elle inversible ?

Exercice n°7 : On considére la matrice A = (g %)

Calculer 54 — A2. En déduire que A est inversible et donner son inverse.

g’ 0 1 1

~ Exercice n°8 : On considére la matrice 4 = (1 0 1).

g 110
Montrer que A2 — A = 2I; et en déduire que A est inversible.
- Donner alors A™1.

y 2 10
Exercice n°9 : On considere la matrice A = (1 2 0).

. 0 0 3

< Calculer A% — 4A + 315 et en déduire que A est inversible.
~ Donner alors A™",
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- Exercice n°10 : ATaide de la calculatrice (ou par le calcul), déterminer si A est inversible et préciser

- A~ le cas échéant.
1

a)A =

b) A =

WM RPN
o A W UT N
O O W W =

Exercice n°11 : Soit

1 -3 2 1 3 —-14
A=({0 1 4)etB=|0 1 -4
0 0 1 0 0 1

1. Montrer que B est l'inverse de A.

2. En déduire les solutions de l'équation XA = (

Exercice n°12 : Soit

0
A=14 1 0
1

1. Montrer que A est sa propre inverse.

2. En déduire les solutions de 1'équation
1 2

AX=10 -1
3 1
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Inverse de matrices

Correction
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- Exercice n°1 : Dans chaque cas, déterminer si 4 est inversible et préciser A1 le cas échéant.

. (2 3
A= (4 5)
~det(A) =2%Xx5—-3Xx4=10—-12 = —2 # 0 donc A inversible.

=G-8

-1
. (12
byd= (2 4)
- det(A) =1Xx 4 —2 X2 =0donc A n’est pas inversible.

S -1 2
EQA_(3 %)
~det(4) = (=1) X (=6) —2 x 3 = 6 — 6 = 0 donc A n’est pas inversible.

C 11
:id)A_(1 2)
‘det(A)=1x2—1x1=1=%0,

=)

; Con e /1 3 (7 -3
::Exerc1cen2.501entA—(2 7)etB—(_2 1).

- Calculer AB et BA. Que peut-on en déduire sur ces deux matrices ?

oo (1 37 =3\ _(1x7+4+3(-2) 1(—3)+3><1>_ 1 0
ZAB_(Z 7)(—2 1)_(2><7+7(—2) 2(-3)+7x1 _(O 1)'
S 07 =3\ /1 3\ (Tx1+(=3)x2 Tx3+(=3)x7\_(1 0
:}BA_(—Z 1)(2 7)_(—2><1+1><2 —2><3+1><7)_(0 1)'

Onadonc AB = BA = I,: B estl'inverse de A (et réciproquement).

- Exercice n°3 : On considere la matrice 4 = (8 (1))

> Supposons qu'’il existe une matrice B = (CCL Z

1. Effectuer le calcul AB.
0 0 0 0
AB = (0 1)(? Z) - (c d)'

2. Que peut-on en déduire quant a I'existence de B ?

) telle que AB = I,.

Pour que AB =1, = ((1) (1)), il faudrait que la premiére ligne soit (1> 0), mais elle vaut (0’ 0). C’est

- impossible. Donc Bn’existe pas.

- 3. Lamatrice A est-elle inversible ?
-~ A n’est pas inversible.

- Exercice n°4 : Montrer que les matrices suivantes sont inversibles et donner leurs matrices

- inverses.
' 3 1 -2 1
4=(5 2)8=(5 —1)’62(; 2)
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31
=(5 2)
det(A) =3Xx2—-1x5=1#0,

A= (—25 _31)

B:(_32 —11)

det(B) = (-2) X (-1) —1x3=2—-3=—-1=%0,
_ -1 -1 1 1

Bl:—il(—S —2):(3 2)'

c=(; 1)

det(C)=1x1-0x2=1%0,

cr=(21 )

Exercice n°5 : On considére les matrices

1 0 0 1 0 0 1 0 0
A=10 1 0f,B=10 1 0),C=({0 1 0).
0 0 O 0 0 1 01 0

1. Effectuer les calculs AB et AC.
AB =AXI1; =A.

1 0 0/1 O O 1 0 0
AC=10 1 0|0 1 0)=(0 1 0)=A
0 0 0\0O 1 O 0 0 O

Onadonc AB = AC avec B # C.

2. Pourquoi peut-on en déduire que la matrice A n’est pas inversible ?
Si A était inversible, on pourrait multiplier 'égalité AB = AC a gauche par A™! et obtenir B = C,
contradiction.
Donc A n’est pas inversible.

0 2 1
Exercice n°6 : On considere la matrice N = <O 0 3).

0 0 O
Calculer N? et N3. Nest-elle inversible ?

0 2 1\/0 2 1 0 0 6
N2=({0 0 3]0 0 3|]=|0 0 O]
0 0 0/\0 O O 0 0 O

0 0 6\/0 2 1 0 0 O
N3=N:N=(0 0 0]J(o o 3]=(0 0 0]
0 0 0\0O O O 0 0 O

Nest nilpotente (car N3 = 0avec N # 0), donc elle n’est pas inversible (une matrice inversible ne
peut pas étre nilpotente).

Exercice n°7 : On considere la matrice A = (g ;)

Calculer 54 — A2. En déduire que A est inversible et donner son inverse.

SAZSXG ;):(gig §§§)=(1g 150)'

2 Bx3)+(1x2) Bx1)+(1x2)
A :(3 ;)(3 ;):((zi@i(zia (zini(ziZ)):(zii gii):(icl) 2)

B T T T T T T

sa—ar= (15 Sy_(L 5)_(15-1 5—5):(3 0
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On reconnait 41,:
54 — A% = 41,.

On écrit :
54 — A% = A(51, — A).

St N N e T A

7 Vérifions rapidement :
- A(5I;) = 5Aet A x A = A? donc Cest bien juste.

~Onadonc:

’ A(51, — A) = 41,.

f En divisant par 4 :

g 1

f Cela prouve que Aest inversible et :

f 1

. A"l = Z(Slz —A).

f (50

2 5 N (05 5)’ 2 1
y _ 0y (3 1\_(5-3 0-1\_ —
/ L A_(o 5) (2 2)_(0—2 5—2)—(—2 3)'
2 Donc:

f 2 -1 1 1
/ lr2 -1 4 4 2 4
- -1 _ = =

’ A= 4(_2 3 ) -2 3 1 3
’ 4 4 2 4
E 01 1

- Exercice n°8 : On considére la matriceA=(1 0 1.

f 1 1 0

; Montrer que A2 — A = 215 et en déduire que A est inversible.

- Donner alors A%

g 01 1\* /2 1 1

‘A*=(1 0 1) =1 2 1)

y 1 1 0 1 1 2

. 2 0 0

DoncA’—A=(0 2 0|=2L.

f 0 0 2

~ On en déduit A(A — I3) = 213, donc

/ T R

y -1 1 1 ( 2 2 2 \‘

Cat =gy =1 - 1 1

;A —Z(A 13)—2<1 -1 1)— > S

; 2 /

; 2 2 2

2 10

- Exercice n°9 : On considére la matriceA=(1 2 0.

. 0 0 3

- Calculer A*> — 44 + 31 et en déduire que A est inversible.
- Donner alors A~ 1.

s
s
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f 2 1 0
7 SoitA = <1 2 0).
0 0 3

Etape 1: Calcul de A%

2 1 0 2 1 0
A2=AxA=|1 2 0]x[1 2 0
0 0 3 0 0 3

2X24+1X140%x0 2Xx14+1%x24+0xXx0 2xXx0+1x0+0x3
A2=[1%X242%x14+0X0 1X1+4+2%x2+0xXx0 1x0+2x0+0x3
O0X24+40%x14+3X0 0X14+40%x24+3%x0 0xX04+0x0+3%x3

44140 24+42+0 0+0+0 5 4 0
A2=(24+24+0 14+44+0 04+0+0|=(4 5 0
0+0+0 04+04+0 0+0+9 0 0 9

Etape 2 : Calcul de A% — 44 + 315

-8 -4 0 300
—4A=(-4 -8 0 Jet33=(0 3 0
0 0 -12 0 0 3

5 4 0 -8 -4 0 300
A*—4A+31;=(4 5 0|+|—-4 -8 0 |+[(0 3 0O
0 0 9 0 0 -12 0 0 3

5-8+3 4—-44+0 0+04+0
A* —4A+31;=(4-4+0 5-8+3 0+0+0
0+0+0 0+0+0 9-—12+3

00 0
A2—4A+3L,=(0 0 0)]=0;
000

7

Etape 3 : Aest inversible
nadonc:
A? —4A+31; =0; & A?—4A = -3I,

On factorise par Adans le membre de gauche :

A(A —413) = =313
En divisant par —3:

1
C'est-a-dire :
1

Cette égalité montre que Aest inversible, et que son inverse est :

1
ATl =_(4l; — A)
3
4 0 O 2 1 0 2 =1 0
413—A=(0 4 0)—(1 2 0>=<—1 2 0>
0O 0 4 0 0 3 0 0o 1
1f2 10
A =§ -1 2 0
0 0 1
1/2 10 2 -1 0
AxA*=§ 1 2 0lxl-1 2 o0
0 0 3 0 0 1
2X24+1X(-D+0x0 2x(-1)+1x24+0x0 2X0+1x0+0x1

AXAT=2{1x2+42X(-1)+0x0 1x(-1)+2x2+0x0 1x0+2x0+0x1
0X24+0X(—1)+3%x0 0x(-1)+0x2+3x0 0X0+0X0+3x1

Etape 4 : Calcul de A1

Donc:

Vérification (calculde 4 x A~1)
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1/4-14+0 -24+2+4+0 0 1/3 0 0
A><A‘1=§ 2—-2+0 —-1+4+0 O =3 0 3 0)=15
0 0 3 0 0 3
On retrouve bien I5.

Exercice n°10 : A l'aide de la calculatrice (ou par le calcul), déterminer si A4 est inversible et préciser
A~ le cas échéant.

1 2 1
a)A=(2 5 3)
1 3 4

det(A) = 1(5x4—3%x3)—22%x4—3x1)+1(2x3-5x1)=1x(20—9) =2 x (8 —3) +
(6-5)=11-10+1=2 # 0.

2 Donc Aest inversible.

~ Son inverse est

St e e e e e e e e e e e e e e T T A

A7t =3 -5 3 -1
1 -1 1

1 2 3
b)A=(246)
3 6 9

Les trois lignes sont proportionnelles (la deuxieme est 2 Xla premiere, la troisieme est 3 X la
premiere), donc le déterminant est nul. A n’est pas inversible.

1 -3 2 1 3 -—-14
A=(O 1 4) etB=<0 1 —4).
0 0 1 0 0 1

1. Montrer que B est l'inverse de A.

u _s5 1
11 -5 1 2 2 2\|

1 5 3 1
( ) 2 2 I

Exercice n°11 : Soit

Calculons AB :

1 -3 2 1 3 -—-14
AB=(0 1 4>><(0 1 —4)

0 0 1 0 0 1

1X14(-3)%x04+2%X0 1x3+(-3)x1+2x0 1x(-14)+(-3)x(-4)+2x1
AB = 0x14+1x0+4x%x0 0x3+1x1+4x%0 O0x(-14)+1x(-4)+4x1

0X1+0X0+1x0 0X3+0x1+1x0 0x(—14)+0x (—4) +1x 1
1-0+0 3-3+0 —-14+12+2 10 0

AB=(04+0+0 04140 0—-4+4 >=(0 1 o>=1

0+0+0 0+0+0 O0+0+1 0 0 1

Calculons maintenant BA :
1 3 -—-14 1 -3 2
BA=|0 1 —4)><(0 1 4)
0 0 1 0 0 1
1xX14+3%x0+(—14)x0 1x(-3)+3x1+(-14)x0 1x2+3x4+(-14)x1
BA=| 0x1+1x0+(—4)x0 OX(-3)+1x1+(—4)x0 O0x2+1x4+(—4)x1

0X1+0x0+1x%x0 0X(-3)+0x1+1x0 O0x2+0x4+1x1
14040 —-3+4+3+4+0 2+12—14> (1 0 0)

BA=|10+0+0 0+1+0 0+4—-4 0 1 0
0+0+0 0+0+0 0+0+1 0 0 1
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~ Comme AB = BA = I3, la matrice A est inversible et A™! = B.

2. En déduire les solutions de I'équation XA = ( 2 1 0).

-1 3 5
Posons C = (_21 ; 8), matrice de taille 2 X 3. Pour que XA existe et soit égale a C(matrice

2 x 3), la matrice X doit étre de taille 2 X 3 (car A est 3 X 3).
Comme A estinversible: XA =C & (XA)A1=CA™!' © X=CA™'=CB.

Il y a donc une unique solution : X = CB.
Calculons CB:
1 3 -14

ce=(% 1 Dxlo 1 -a

-1 3 5 00 1
2X1+1x04+40%x0 2x34+41x1+0x0 2><(—14)+1><(—4)+0><1>
—1x14+3%Xx0+5%x0 —-1%x34+3x1+5%x0 —-1x(—-14)+3x(—4)+5x1

24+0+4+0 6+1+0 —28—4+0)_(2 7 —32)
—-1+0+0 —-3+3+0 14—-12+5/ \-1 0 7

cB = (

cB = (

Conclusion :

Xz(—21 g _32)

Exercice n°12 : Soit

1. Montrer que A est sa propre inverse.
Calculons 42 = A x A:

-1 0 O -1 0 O
A2=| 4 1 0>><(4 1 O)

2 1 -1 2 1 -1
(Dx(-1)+0x4+0x2 (-1)X0+0x1+0x1 (-1)X0+0x0+0x(-1)
A2=| 4x(-1D)+1x4+0x2 4x0+1x1+0x1 4x0+1x0+0x(—1)
2X (1) +1x4+(-1)x2 2x04+1x1+(-1)x1 2x04+1x0+(—1)x(-1)
1+0+0 0+4+0+0 0+0+0) <1 0 0)

=1

A>=—-4+44+40 04+14+0 04040 01 0
—24+4-2 0+1—-1 0+0+1 0 0 1

2. En déduire les solutions de I'équation
1 2
AX = <0 —1)
3 1
1 2

Posons C = (0 —1), matrice de taille 3 X 2. La matrice X doit donc étre de taille 3 X 2.

3 1
Comme A estinversible: AX =C & A1(AX)=A4"1C & X=A4"1C = AC.

Il y a donc une unique solution : X = AC.

Calculons AC:
-1 0
e=(3 1 o) 5
1. =1
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(D) x1+0x04+0x3 (-1)x24+0x(-1)+0x1
AC = 4x14+1%x04+0x%x3 4x2+1x(-1)+0x1
2X1+1x0+(-1)x3 2x24+1x(-1)+(-1)x1

~14+0+0 —24+0+0\ /-1 -2
AC=( 44+40+0 8-140|=(4 7
240-3 4-1-1 -1 2

Conclusion :

St N e e e e e e e e e e e e e T

-1 -2
X=\ 4 7
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  A


    A  − 1


  A =  (    2  3   4  5 )


  A =  (    1  2   2  4 )


  A =  (    − 1  2   3  − 6 )


  A =  (    1  1   1  2 )


  A =  (    1  3   2  7 )


  B =  (    7  − 3   − 2  1 )


  A B


  B A


  A =  (    0  0   0  1 )


  B =  (    a  b   c  d )


  A B =   I 2


  A B


  B


  A


  A =  (    3  1   5  2 ) , B =  (    − 2  1   3  − 1 ) , C =  (    1  0   2  1 ) .


  A =  (    1  0  0   0  1  0   0  0  0 ) ,   B =  (    1  0  0   0  1  0   0  0  1 ) ,   C =  (    1  0  0   0  1  0   0  1  0 ) .


  A B


  A C


  A


  N =  (    0  2  1   0  0  3   0  0  0 )


    N 2


    N 3


  N


  A =  (    3  1   2  2 )


  5 A −   A 2


  A


  A =  (    0  1  1   1  0  1   1  1  0 )


    A 2 − A = 2   I 3


  A


    A  − 1


  A =  (    2  1  0   1  2  0   0  0  3 )


    A 2 − 4 A + 3   I 3


  A


    A  − 1


  A


    A  − 1


  A =  (    1  2  1   2  5  3   1  3  4 )


  A =  (    1  2  3   2  4  6   3  6  9 )


  A =  (    1  − 3  2   0  1  4   0  0  1 )   et   B =  (    1  3  − 14   0  1  − 4   0  0  1 )


  B


  A


  X A =  (    2  1  0   − 1  3  5 )


  A =  (    − 1  0  0   4  1  0   2  1  − 1 )


  A


  A X =  (    1  2   0  − 1   3  1 )


  A


    A  − 1


  A =  (    2  3   4  5 )


  det ⁡ ( A ) = 2 × 5 − 3 × 4 = 10 − 12 = − 2 ≠ 0


  A


    A  − 1 =  1  − 2  (    5  − 3   − 4  2 ) =  (    −  5 2   3 2   2  − 1 )


  A =  (    1  2   2  4 )


  det ⁡ ( A ) = 1 × 4 − 2 × 2 = 0


  A


  A =  (    − 1  2   3  − 6 )


  det ⁡ ( A ) = ( − 1 ) × ( − 6 ) − 2 × 3 = 6 − 6 = 0


  A


  A =  (    1  1   1  2 )


  det ⁡ ( A ) = 1 × 2 − 1 × 1 = 1 ≠ 0


    A  − 1 =  (    2  − 1   − 1  1 )


  A =  (    1  3   2  7 )


  B =  (    7  − 3   − 2  1 )


  A B


  B A


  A B =  (    1  3   2  7 )  (    7  − 3   − 2  1 ) =  (    1 × 7 + 3 ( − 2 )  1 ( − 3 ) + 3 × 1   2 × 7 + 7 ( − 2 )  2 ( − 3 ) + 7 × 1 ) =  (    1  0   0  1 )


  B A =  (    7  − 3   − 2  1 )  (    1  3   2  7 ) =  (    7 × 1 + ( − 3 ) × 2  7 × 3 + ( − 3 ) × 7   − 2 × 1 + 1 × 2  − 2 × 3 + 1 × 7 ) =  (    1  0   0  1 )


  A B = B A =   I 2


  B


  A


  A =  (    0  0   0  1 )


  B =  (    a  b   c  d )


  A B =   I 2


  A B


  A B =  (    0  0   0  1 )  (    a  b   c  d ) =  (    0  0   c  d )


  B


  A B =   I 2 =  (    1  0   0  1 )


   ( 1 , 0 )


   ( 0 , 0 )


  B


  A


  A


  A =  (    3  1   5  2 ) , B =  (    − 2  1   3  − 1 ) , C =  (    1  0   2  1 ) .


  A =  (    3  1   5  2 )


  det ⁡ ( A ) = 3 × 2 − 1 × 5 = 1 ≠ 0


    A  − 1 =  (    2  − 1   − 5  3 )


  B =  (    − 2  1   3  − 1 )


  det ⁡ ( B ) = ( − 2 ) × ( − 1 ) − 1 × 3 = 2 − 3 = − 1 ≠ 0


    B  − 1 =  1  − 1  (    − 1  − 1   − 3  − 2 ) =  (    1  1   3  2 )


  C =  (    1  0   2  1 )


  det ⁡ ( C ) = 1 × 1 − 0 × 2 = 1 ≠ 0


    C  − 1 =  (    1  0   − 2  1 )


  A =  (    1  0  0   0  1  0   0  0  0 ) ,   B =  (    1  0  0   0  1  0   0  0  1 ) ,   C =  (    1  0  0   0  1  0   0  1  0 ) .


  A B


  A C


  A B = A ×   I 3 = A


  A C =  (    1  0  0   0  1  0   0  0  0 )  (    1  0  0   0  1  0   0  1  0 ) =  (    1  0  0   0  1  0   0  0  0 ) = A


  A B = A C


  B ≠ C


  A


  A


  A B = A C


    A  − 1


  B = C


  A


  N =  (    0  2  1   0  0  3   0  0  0 )


    N 2


    N 3


  N


    N 2 =  (    0  2  1   0  0  3   0  0  0 )  (    0  2  1   0  0  3   0  0  0 ) =  (    0  0  6   0  0  0   0  0  0 )


    N 3 =   N 2 N =  (    0  0  6   0  0  0   0  0  0 )  (    0  2  1   0  0  3   0  0  0 ) =  (    0  0  0   0  0  0   0  0  0 )


  N


    N 3 = 0


  N ≠ 0


  A =  (    3  1   2  2 )


  5 A −   A 2


  A


  5 A = 5 ×  (    3  1   2  2 ) =  (    5 × 3  5 × 1   5 × 2  5 × 2 ) =  (    15  5   10  10 ) .


    A 2 =  (    3  1   2  2 )  (    3  1   2  2 ) =    (    ( 3 × 3 ) + ( 1 × 2 )  ( 3 × 1 ) + ( 1 × 2 )   ( 2 × 3 ) + ( 2 × 2 )  ( 2 × 1 ) + ( 2 × 2 ) ) =    (    9 + 2  3 + 2   6 + 4  2 + 4 ) =  (    11  5   10  6 )


  5 A −   A 2 =  (    15  5   10  10 ) −  (    11  5   10  6 ) =  (    15 − 11  5 − 5   10 − 10  10 − 6 ) =  (    4  0   0  4 ) .


  4   I 2


  5 A −   A 2 = 4   I 2 .


  5 A −   A 2 = A ( 5   I 2 − A ) .


  A ( 5   I 2 ) = 5 A


  A × A =   A 2


  A ( 5   I 2 − A ) = 4   I 2 .


  A ×  1 4 ( 5   I 2 − A ) =   I 2 .


  A


    A  − 1 =  1 4 ( 5   I 2 − A ) .


  5   I 2 =  (    5  0   0  5 ) ,


  5   I 2 − A =  (    5  0   0  5 ) −  (    3  1   2  2 ) =  (    5 − 3  0 − 1   0 − 2  5 − 2 ) =  (    2  − 1   − 2  3 ) .


    A  − 1 =  1 4  (    2  − 1   − 2  3 ) =  (     2 4    − 1 4     − 2 4   3 4 ) =  (     1 2  −  1 4   −  1 2   3 4 ) .


  A =  (    0  1  1   1  0  1   1  1  0 )


    A 2 − A = 2   I 3


  A


    A  − 1


    A 2 =    (    0  1  1   1  0  1   1  1  0 ) 2 =  (    2  1  1   1  2  1   1  1  2 )


    A 2 − A =  (    2  0  0   0  2  0   0  0  2 ) = 2   I 3


  A ( A −   I 3 ) = 2   I 3


    A  − 1 =  1 2 ( A −   I 3 ) =  1 2  (    − 1  1  1   1  − 1  1   1  1  − 1 ) =  (    −  1 2   1 2   1 2    1 2  −  1 2   1 2    1 2   1 2  −  1 2 )


  A =  (    2  1  0   1  2  0   0  0  3 )


    A 2 − 4 A + 3   I 3


  A


    A  − 1


  A =  (    2  1  0   1  2  0   0  0  3 )


    𝑨  𝟐


    A 2 = A × A =  (    2  1  0   1  2  0   0  0  3 ) ×  (    2  1  0   1  2  0   0  0  3 )


    𝑨  𝟐 − 𝟒 𝑨 + 𝟑   𝑰  𝟑


  − 4 A =  (    − 8  − 4  0   − 4  − 8  0   0  0  − 12 )   et   3   I 3 =  (    3  0  0   0  3  0   0  0  3 )


  𝑨


    A 2 − 4 A + 3   I 3 =  0 3    ⟺      A 2 − 4 A = − 3   I 3


  A


  A  ( A − 4   I 3 ) = − 3   I 3


  − 3


  A ×  ( −  1 3  ( A − 4   I 3 ) ) =   I 3


  A ×  (  1 3  ( 4   I 3 − A ) ) =   I 3


  A


    A  − 1 =  1 3  ( 4   I 3 − A )


    𝑨  − 𝟏


  4   I 3 − A =  (    4  0  0   0  4  0   0  0  4 ) −  (    2  1  0   1  2  0   0  0  3 ) =  (    2  − 1  0   − 1  2  0   0  0  1 )


     A  − 1 =  1 3  (    2  − 1  0   − 1  2  0   0  0  1 )


  𝑨 ×   𝑨  − 𝟏


  A ×   A  − 1 =  1 3  (    2  1  0   1  2  0   0  0  3 ) ×  (    2  − 1  0   − 1  2  0   0  0  1 )


  A ×   A  − 1 =  1 3  (    2 × 2 + 1 ×  ( − 1 ) + 0 × 0  2 ×  ( − 1 ) + 1 × 2 + 0 × 0  2 × 0 + 1 × 0 + 0 × 1   1 × 2 + 2 ×  ( − 1 ) + 0 × 0  1 ×  ( − 1 ) + 2 × 2 + 0 × 0  1 × 0 + 2 × 0 + 0 × 1   0 × 2 + 0 ×  ( − 1 ) + 3 × 0  0 ×  ( − 1 ) + 0 × 2 + 3 × 0  0 × 0 + 0 × 0 + 3 × 1 )


  A ×   A  − 1 =  1 3  (    4 − 1 + 0  − 2 + 2 + 0  0   2 − 2 + 0  − 1 + 4 + 0  0   0  0  3 ) =  1 3  (    3  0  0   0  3  0   0  0  3 ) =   I 3


    I 3


  A


    A  − 1


  A =  (    1  2  1   2  5  3   1  3  4 )


  det ⁡ ( A ) = 1 ( 5 × 4 − 3 × 3 ) − 2 ( 2 × 4 − 3 × 1 ) + 1 ( 2 × 3 − 5 × 1 ) = 1 × ( 20 − 9 ) − 2 × ( 8 − 3 ) + ( 6 − 5 ) = 11 − 10 + 1 = 2 ≠ 0


  A


    A  − 1 =  1 2  (    11  − 5  1   − 5  3  − 1   1  − 1  1 ) =  (     11 2  −  5 2   1 2   −  5 2   3 2  −  1 2    1 2  −  1 2   1 2 )


  A =  (    1  2  3   2  4  6   3  6  9 )


  2 ×


  3 ×


  A


  A =  (    1  − 3  2   0  1  4   0  0  1 )   et   B =  (    1  3  − 14   0  1  − 4   0  0  1 ) .


  B


  A


  A B


  A B =  (    1  − 3  2   0  1  4   0  0  1 ) ×  (    1  3  − 14   0  1  − 4   0  0  1 )


  B A


  B A =  (    1  3  − 14   0  1  − 4   0  0  1 ) ×  (    1  − 3  2   0  1  4   0  0  1 )


  A B = B A =   I 3


  A


    A  − 1 = B


  X A =  (    2  1  0   − 1  3  5 )


  C =  (    2  1  0   − 1  3  0 )


  2 × 3


  X A


  C


  2 × 3


  X


  2 × 3


  A


  3 × 3


  A


  X A = C    ⟺     ( X A )   A  − 1 = C   A  − 1    ⟺    X = C   A  − 1 = C B .


  X = C B


  C B


  C B =  (    2  1  0   − 1  3  5 ) ×  (    1  3  − 14   0  1  − 4   0  0  1 )


  X =  (    2  7  − 32   − 1  0  7 )


  A =  (    − 1  0  0   4  1  0   2  1  − 1 )


  A


    A 2 = A × A


    A 2 =  (    − 1  0  0   4  1  0   2  1  − 1 ) ×  (    − 1  0  0   4  1  0   2  1  − 1 )


  A X =  (    1  2   0  − 1   3  1 )


  C =  (    1  2   0  − 1   3  1 )


  3 × 2


  X


  3 × 2


  A


  A X = C    ⟺      A  − 1  ( A X ) =   A  − 1 C    ⟺    X =   A  − 1 C = A C .


  X = A C


  A C


  A C =  (    − 1  0  0   4  1  0   2  1  − 1 ) ×  (    1  2   0  − 1   3  1 )


  A C =  (     ( − 1 ) × 1 + 0 × 0 + 0 × 3   ( − 1 ) × 2 + 0 ×  ( − 1 ) + 0 × 1   4 × 1 + 1 × 0 + 0 × 3  4 × 2 + 1 ×  ( − 1 ) + 0 × 1   2 × 1 + 1 × 0 +  ( − 1 ) × 3  2 × 2 + 1 ×  ( − 1 ) +  ( − 1 ) × 1 )


  A C =  (    − 1 + 0 + 0  − 2 + 0 + 0   4 + 0 + 0  8 − 1 + 0   2 + 0 − 3  4 − 1 − 1 ) =  (    − 1  − 2   4  7   − 1  2 )


  X =  (    − 1  − 2   4  7   − 1  2 )

