Théoréme de Bézout H
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- Exercice n°1 :

~ 1. Montrer que 73 et 31 sont premiers entre eux a l'aide de I'algorithme d'Euclide. p
© 2. En remontant cet algorithme, déterminer un couple d'entiers relatifs (x ; y)tel que : 73x + 31y = ~
<1 ;

- Exercice n°2 ;

- 1. Montrer que 47 et 18 sont premiers entre eux a l'aide de l'algorithme d'Euclide. g
> 2. En remontant cet algorithme, déterminer un couple d'entiers relatifs (x ; y)tel que : 47x — 18y = =
1/1' P

- Exercice n°3:

© 1. Montrer que 56 et 45 sont premiers entre eux a 1'aide de l'algorithme d'Euclide.

- 2. En remontant cet algorithme, déterminer un couple d'entiers relatifs (x ; y) tel que : 56x +
- 45y = 1.

3. En déduire une solution de 1'équation 56x + 45y = 3.

- Exercice n°4 : Démontrer que, pour tout entier naturel n, les entiers (9n + 5) et (7n + 4)sont
- premiers entre eux.

Exercice n°5 : Démontrer que, pour tout entier relatif n, les entiers (11n + 4) et (8n + 3) sont
- premiers entre eux. En déduire PGCD(48; 35).

- . . n+1 . . .
- Exercice n°6 : Prouver que la fraction anas &St irréductible pour tout entier naturel n.

5n+2 o . .
s > est irréductible pour tout entier naturel n.

- Exercice n°7 : Prouver que la fraction =

3n+1
n(n+1)

Exercice n°8 : Pour quelles valeurs de n, entier naturel, la fraction est-elle irréductible ?

© On prendran > 1, afin que le dénominateur soit non nul.

* Exercice n°9 : Déterminer les entiers aet btels que, pour tout entier n:
: n? -5+ (an+b)(n—3) =4

- 1 . n?-5
- Que peut-on en déduire pour la fraction — ?

Exercice n°10 : Déterminer les entiers aet btels que, pour tout entier n:
: n2+1+(@an+hb)(n+1)=2

P 1 . n?+1
“ Que peut-on en déduire pour la fraction —?
< n+1
n3+2n

: 3n2+1
~ cas. Sinon, préciser les valeurs de npour lesquelles elle I'est.

est irréductible pour tout entier naturel n... si c'est le

- Exercice n°11 : Prouver que la fraction

~ Exercice n°12 ;
- 1. Montrer que, pour tout entier naturel n, les entiers net 2n + 1 sont premiers entre eux.
- 2. Montrer que, pour tout entier naturel n, les entiers n?et 2n + 1 sont premiers entre eux.

E 2
7 3. En déduire que la fraction % est irréductible pour tout entier naturel n.
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Théoréme de Bézout H

Correction
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- Exercice n°1 :

1. Montrer que 73 et 31 sont premiers entre eux a l'aide de I'algorithme d'Euclide.

~ On applique l'algorithme d'Euclide :

©73=31%x2+11 (L)

©31=11%x2+49(L,)

11 =9%x1+4+2(L3)

$9=2x4+1(Ly)

©2=1%x2+40

> Le dernier reste non nul est 1, donc PGCD(73; 31) = 1:les nombres 73 et 31 sont premiers entre
- eux.

~ 2. En remontant cet algorithme, déterminer un couple d'entiers relatifs (x ; y) tel que : 73x +
31y =1

- On remonte l'algorithme d'Euclide, de (L,) jusqu'a (L,).

!De(Ly): 9—2x4=1(Lg)

- Pour utiliser (L3), on écrit 2 = 11 — 9 et on remplace dans (Ls):
©9—4(11-9) =1

C9X5—11x4 =1 (L)

Pour utiliser (L,), on écrit9 = 31 — 11 X 2 et on remplace dans (Lg):
©5(31-11%x2)—11x4=1

31x5—11x 14 =1(L,)

Enfin, de (L;)on tire 11 = 73 — 31 X 2 que I'on remplace dans (L-):
©31x5—14(73-31x2) =1

i;31><5—73><14+31><28=1

©73x (—=14)+31x33=1

-~ On obtient donc le couple d'entiers de Bézout (x; y) = (—14; 33).

¢ Vérification : 73 X (—14) + 31 x 33 = —1022 + 1023 = 1.

. Exercice n°2 :

* 1. Montrer que 47 et 18 sont premiers entre eux a I'aide de I'algorithme d'Euclide.
Algorithme d'Euclide :

147 =18 %2+ 11 (L,)

218 =11x1+7(Ly)

‘11 =7x1+4(Ly)

‘7 =4x1+3(L,)

©4=3x1+1(Ls)

©3=1%x3+4+0

> Le dernier reste non nul est 1, donc PGCD(47; 18) = 1.

> 2. En remontant cet algorithme, déterminer un couple d'entiers relatifs (x ; y)tel que: 47x — 18y =
‘1. ’
On remonte l'algorithme depuis (Lsg):

‘De(Ls): 4—3=1

‘De(Ly),3=7—-4:4—(7—4)=1s0it4x2—-7=1
‘De(Ls),4=11-7: 2(11=7) =7 =1,s0it11x2—-7x3 =1
!De(Ly),7=18—11: 11x2 —3(18 —11) = 1,s0it 11 x5 - 18 x3 =1

'De (L), 11 =47 —18x 2: 5(47 —18x2) —18x3 =1

747x5-18x10—-18x3 =1

47x5—-18x13=1
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- L'égalité demandée étant 47x — 18y = 1, on obtient (x; y) = (5; 13).
Vérification : 47 X5 — 18 x 13 = 235 — 234 = 1.

Exercice n°3 .

1. Montrer que 56 et 45 sont premiers entre eux a l'aide de 1'algorithme d'Euclide.
Algorithme d'Euclide :

56 =45x1+11(L,)

45 =11x4+1(L,)

11=1x11+0

Le dernier reste non nul est 1, donc PGCD(56; 45) = 1: 56 et 45 sont premiers entre eux.

2. En remontant cet algorithme, déterminer un couple d'entiers relatifs (x ; y)tel que : 56x + 45y =

S N e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

1

De (L,): 45— 11 x4 =1

 De (Ly), 11 = 56 — 45:

/45 — 4(56 — 45) = 1

045 -56X4+45x4=1

756 X (—4) +45x5 =1

- Un couple d'entiers de Bézout est (x; y) = (— 4 5).

3. En déduire une solution de 1'équation 56x + 45y = 3.
En multipliant I'égalité précédente par 3: 56 x (—=12) + 45 x 15 =3
Une solution est donc (x5 y) = (— 12 15).

]

xercice n°4 : Démontrer que, pour tout entier naturel n, les entiers (9n + 5) et (7n + 4)sont
remiers entre eux.
n cherche une combinaison linéaire de (9n + 5) et (7n + 4) égale a 1, c'est-a-dire des entiers u et
(indépendants de n) permettant « d'éliminer n».
e coefficient de n dans u(9n + 5) + v(7n + 4) est 9u + 7v: on veut 9u + 7v = 0, ce qui suggere
=T7etv = -9,
alculons alors: 7(9n +5) —9(7n+4) =63n+35—-63n—36 = —1
onc:—7(n+5)+9(7n+4) =1
existe donc un couple d'entiers (w; v) = (= 7; 9)tel que (9n +5)u+ (7n+ 4)v = 1.
apres le théoréme de Bézout, pour tout entier naturel n, les nombres (9n + 5) et (7n + 4) sont
remiers entre eux.

o

-

O <

1

O =0

xercice n°5 : Démontrer que, pour tout entier relatif n, les entiers (11n + 4) et (8n + 3) sont
remiers entre eux. En déduire PGCD(48; 35).
remiére partie. On cherche u et v entiers tels que u(11n + 4) + v(8n + 3) = 1.
our éliminer n, on choisitu = 8etv = —11:
8(11n+4) —11(8n +3) =88n + 32 — 88n — 33 = —1
onc:(—8)(11n+4)+11(Bn+3) =1
'apres le théoréme de Bézout, pour tout entier relatif n, (11n + 4)et (8n + 3)sont premiers entre
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Deuxiéme partie. Pour n = 4:

11xX4+4 =148

8x4+3=35

Ces deux entiers étant de la forme précédente, ils sont premiers entre eux : PGCD(48; 35) = 1
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. . n+1 sz . .
Exercice n°6 : Prouver que la fraction 3o &St irréductible pour tout entier naturel n.

- Une fraction est irréductible lorsque son numérateur et son dénominateur sont premiers entre eux.
s . . . 7 . 7 by
» On cherche donc une combinaison linéaire de (n + 1) et (3n + 2) égaleal.
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- Pour éliminer n, on multiplie (n + 1) par 3 et (3n + 2) par —1:
3n+1)—Bn+2)=3n+3-3n-2=1

2 1l existe donc un couple d'entiers (u; v) = (3; — 1) telque: (n+ Du+ Bn+2)v=1

f D'apreés le théoreme de Bézout, (n + 1) et (3n + 2) sont premiers entre eux pour tout entier naturel
‘n.

, . om+l o . .
Par conséquent, la fraction s st irréductible pour tout entier naturel n.

5n+2
15n+7
On cherche une combinaison linéaire de (5n + 2) et (15n + 7) égale a 1.
P

our éliminer n: on multiplie (5n + 2) par —3 et (15n + 7) par 1:
—-36n+2)+1x(15n+7)=-15n—-6+15n+7=1
2 Il existe donc un couple d'entiers (w; v) = (—3; Dtelque: (5n+2)u+ (15n+7)v =1
- D'apres le théoreme de Bézout, PGCD(5n + 2; 15n + 7) = 1: ces deux entiers sont premiers entre
’ eux.

Exercice n°7 : Prouver que la fraction est irréductible pour tout entier naturel n.

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

5n+2 . . .
oo st donc irréductible pour tout entier naturel n.

La fraction

3n+1
n(n+1)

Exercice n°8 : Pour quelles valeurs de n, entier naturel, la fraction est-elle irréductible ?

On prendra n > 1, afin que le dénominateur soit non nul.
La fraction est irréductible si son numérateur et son dénominateur sont premiers entre eux, c'est-a-
dire si

PGCD(3n+1;n(n+ 1)) = 1.

Comme n etn + 1 sont premiers entre eux, on étudie séparément les nombres 3n + 1 et n, puis
3n+letn+1.
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- Etude avec n
Ona:(3n+1)—3n=1.
* D'apres le théoréme de Bézout, PGCD(3n + 1;n) = 1.

Ainsi, 3n + 1 est toujours premier avec n.
Etude avecn + 1
ncalcule:(3n+1)—-3(n+1) = -2.
Tout diviseur commun a 3n + 1 et n + 1 divise donc 2. Ainsi, PGCD(3n +1;n + 1) € {1, 2}.
% Sin estpair, alorsn + 1 est impair et 3n + 1 est impair. Leur PGCD est donc impair et divise
2,d'ouPGCD(Bn+1;n+1) =1.

% Sinestimpair, alors n + 1 est pair et 3n + 1 est pair. Leur PGCD est donc égal a 2.

Conclusion : On a toujours PGCD(3n + 1;n) = 1.
Par conséquent :
% sin estpair, 3n + 1 est premier avec n(n + 1);

% sin estimpair, le nombre 2 divise a la fois 3n + 1 et n(n + 1), donc la fraction est réductible.
n+1 ’

3
n(n+1)

=
=
4]

est irreductible si et seulement si n est pair.

Exercice n°9 : Déterminer les entiers a et b tels que, pour tout entier n:
n?—-5+(@an+hb)(n—3)=4

s . m?-5
- Que peut-on en déduire pour la fraction — ?

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N D e s s

f Déterminons a et b.
. Développons le membre de gauche:
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‘n?2 -5+ (an+b)(n—3)=n?2—5+an?—3an+bn—3b
=@+an*+(-3a)n->5-3b.

Cette expression doit étre égale au polyndme constant 4 pour tout entier n. Par identification des
coefficients, on obtient :

St N N N e e e e e

14+a=0,
b—3a=0,
—5—-3b =4.
- La premiere équation donne: a = —1
- La deuxiéme équation donne alors: b = 3a = 3 x (1) = —3
2 Vérifions la derniére équation: =5 —-3b=-5-3 %X (-3)=-5+9=4
Les trois équations sont donc vérifiées. Par conséquent,a = —1etb = —3

On obtient ainsi l'identité : n? =5+ (—n —3)(n —3) = 4
En effet,
n?—-5+(-n-3)(n-3)=n*-5-n+3)(n—-23)
=n?-5—-(m%?*-9)
=4,

., . n2-5
Considérons la fraction —
E

lle est définie lorsque son dénominateur n’est pas nul, c’est-a-dire lorsque n — 3 # 0.
Ainsi, la fraction est définie pour n # 3
Soit désormais n # 3, et posons d = PGCD (n? — 5;n — 3)
Le nombre d divise n? — 5 et n — 3. Il divise donc toute combinaison linéaire a coefficients entiers
de ces deux nombres.
2 Or I'identité obtenue précédemment peut s’écrire : (n> — 5) + (—n — 3)(n — 3) = 4.
- Par conséquent, d | 4.
7 On peut méme écriren® — 5= (n—-3)(n+3) + 4,
d’ott PGCD(n? — 5;n — 3) = PGCD(4; n — 3)
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Il reste a étudier ce PGCD selon la parité de n.

B

Cas 1: n est pair

~ Sin est pair, alors n — 3 est impair.

f Comme n — 3 est impair, il n’est divisible ni par 2 ni par 4. On a donc : PGCD(4; n—3) = 1.
- Ainsi, PGCD(n? —5;n—3) = 1.

La fraction est donc irréductible.

N N N

2 Cas 2 : n est impair
~ Sin est impair, alors n — 3 est pair.
- De plus, n? est impair, donc n? — 5 est pair. Le numérateur et le dénominateur sont ainsi tous les
2 deux divisibles par 2.
2 Par conséquent, PGCD(n? — 5 ;n — 3) > 2, et la fraction est réductible, a condition qu’elle soit
- définie, donc que n # 3.
Exercice n°10 : Déterminer les entiers aet btels que, pour tout entier n:
n?+1+(@n+hb)(n+1)=2
2
Que peut-on en déduire pour la fraction T;—: ?
Déterminons a et b. On développe :
n+1+(@n+b)(n+1)=n*+1+an*+an+bn+b
=A+an*+(@+bn+1+b
~ Par identification avec le polyn6me constant 2 :
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1+a=0 a=-1
{a+b=0 = {b=1
1+b=2 b=1
Le systeme est compatible:a = —-1,b = 1.

Vérification :n* + 1+ (—n+1)(n+1)=n*+1-n?>+1=2.

Conséquence pour la fraction. Soitd = PGCD(n? + 1; n + 1). Alors d divise n? + 1 etn + 1, donc d
divise toute combinaison linéaire de ces deux entiers, en particulier :
IxM*+D+(—n+1Dn+1)=2
Doncd divise2:d = 1oud = 2.
Sin estpair : n + 1 est impair, donc d est impair et divise 2 : d = 1, la fraction est irréductible.
Sin estimpair: n + 1 est pair et n? + 1 est pair, donc d = 2, la fraction est réductible.

. 241 . . . . .
Conclusion : % est irréductible si et seulement si n est pair pour toutn # —1.

Exercice n°11 : Prouver que la fractlon est irréductible pour tout entier naturel n... si c'est le

cas. Sinon, préciser les valeurs de n pour lesquelles elle I'est.

Méthode : on cherche a obtenir une constante par combinaison linéaire a coefficients polynomiaux.
On effectue la division euclidienne de 3(n® + 2n) par 3n? + 1:

3(n3+2n) =3n3+6n=nBn%*+1)+5n

Donc:3(n3 +2n) —n(3n? +1) =5n (%)

On élimine maintenant na I'aide de 3n? + 1. Multiplions (*)par n:

3n(n3 + Zn) n?(3n? + 1) = 5n?

Or5n2 =2 (3n +1) - g, ce qui n'est pas entier ; multiplions plutot (x)par 3n:

In(n3 + Zn) 3n?(3n%*+1) = 15n> =53n?*+1) -5

D'ou:9n(n3+ 2n) —3n2(3n?+1) —-53Bn?+1) = -5

In(n®+2n) — (3n?+5)(3n?+1) = -5

Soitd = PGCD(n3; +2n3n? + 1). Alors d divise le membre de gauche, donc d divise 5: d = 1 ou
d=>5.

Etude du cas d = 5.1l faut que 5 divise 3n? + 1, c'est-a-dire 3n?> = —1 = 4 (mod 5), soitn? =
3 (mod 5)(car 3 X 2 = 6 = 1, on multiplie par 2).
Or
a

les carrés modulo 5 sont: 02 = 0,12 = 1, 22 = 4, 3% = 4,42 = 1. La valeur 3 n'est jamais

Donc 5 ne divise jamais 3n? +1,etd # 5.

. . . 3+2 N . .
Conclusion : d = 1 pour tout entier naturel n: la fraction Zn;? est irréductible pour tout entier
n

aturel n.

Exercice n°12 :

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, les entiers n et 2n + 1 sont premiers entre eux.
On cherche une combinaison linéaire de net 2n + 1 égalea 1:
(-2)xn+1x@2n+1)=-2n+2n+1=1

Il existe donc (w; v) = (—2; 1)tel que nu + (2n + 1)v = 1. D'apres le théoréme de Bézout,
PGCD(n; 2n+1) = 1.
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~

~ 2. Montrer que, pour tout entier naturel n, les entiers n? et 2n + 1 sont premiers entre eux.
f D'apres la question 1, il existe uet vtels que nu + (2n + 1)v = 1. En élevant au carré :
c(u+ 2n+ D)2 =1

‘nfu? + 2nuCCn+ Dv+ 2n+ D2 =1

E\nz xu?+(2n+1D)QCnuv+ 2n+ 1v?) =1
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- C'est une combinaison linéaire a coefficients entiers de n® et (2n + 1) égale a 1. D'apres le

~ théoréme de Bézout, PGCD(n% 2n+1) = 1.

Vérification directe avec u = —=2,v = 1:4n> + 2n+ D(—4n+2n+1) =4n*+ 2n+ 1)1 -
2n) =4n?+1—4n? =1.

RN

e
e
e
e
e
e
e
e

2
3. En déduire que la fraction % est irréductible pour tout entier naturel n.

e

2 On remarque que n? + n = n(n + 1). Cherchons directement une combinaison linéaire de n® + n et
s2n+1:4m* +n) =4n* +4n=(2n+1)% -1

‘Dou:(2n+1)2n+1)—4(n*+n) =1

2 Il existe donc un couple d'entiers (w; v) = (—4; 2n+ Dtelque: (M? +n)u+ Cn+ v =1

f D'aprés le théoréme de Bézout, PGCD(n?% +n2n + 1) = 1.

n?+n

f Conclusion : la fraction est irréductible pour tout entier naturel n.
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   (  x   ;    y )


  73 x + 31 y = 1


   (  x   ;    y )


  47 x − 18 y = 1


   (  x   ;    y )


  56 x + 45 y = 1


  56 x + 45 y = 3


  n


   ( 9 n + 5 )


   ( 7 n + 4 )


  n


   ( 11 n + 4 )


   ( 8 n + 3 )


  PGCD  ( 48 ;    35 )


    n + 1  3 n + 2


  n


    5 n + 2  15 n + 7


  n


  n


    3 n + 1  n  ( n + 1 )  


  n ≥ 1


  a


  b


  n


    n 2 − 5 +  ( a n + b )  ( n − 3 ) = 4


      n 2 − 5  n − 3


  a


  b


  n


    n 2 + 1 +  ( a n + b )  ( n + 1 ) = 2


      n 2 + 1  n + 1


      n 3 + 2 n  3   n 2 + 1


  n


  n


  n


  n


  2 n + 1


  n


    n 2


  2 n + 1


      n 2 + n  2 n + 1


  n


  73 = 31 × 2 + 11    (   L 1 )


  PGCD  ( 73 ;    31 ) = 1


   (  x   ;    y )


  73 x + 31 y =  


   (   L 4 )


   (   L 1 )


   (   L 4 )


    9 − 2 × 4 = 1    (   L 5 )


   (   L 3 )


  2 = 11 − 9


   (   L 5 )


  9 − 4  ( 11 − 9 ) = 1


   (   L 2 )


  9 = 31 − 11 × 2


   (   L 6 )


  5  ( 31 − 11 × 2 ) − 11 × 4 = 1


   (   L 1 )


  11 = 73 − 31 × 2


   (   L 7 )


  31 × 5 − 14  ( 73 − 31 × 2 ) = 1


   (  x ;    y ) =  (  − 14   ;    33 )


  73 ×  ( − 14 ) + 31 × 33 = − 1022 + 1023 = 1


  47 = 18 × 2 + 11    (   L 1 )


  PGCD  ( 47 ;    18 ) = 1


   (  x   ;    y )


  47 x − 18 y = 1


   (   L 5 )


   (   L 5 )


    4 − 3 = 1


   (   L 4 )


  3 = 7 − 4


    4 −  ( 7 − 4 ) = 1


  4 × 2 − 7 = 1


   (   L 3 )


  4 = 11 − 7


    2  ( 11 − 7 ) − 7 = 1


  11 × 2 − 7 × 3 = 1


   (   L 2 )


  7 = 18 − 11


    11 × 2 − 3  ( 18 − 11 ) = 1


  11 × 5 − 18 × 3 = 1


   (   L 1 )


  11 = 47 − 18 × 2


    5  ( 47 − 18 × 2 ) − 18 × 3 = 1


  47 × 5 − 18 × 10 − 18 × 3 = 1


  47 x − 18 y = 1


   (  x ;    y ) =  ( 5 ;    13 )


  47 × 5 − 18 × 13 = 235 − 234 = 1


  56 = 45 × 1 + 11    (   L 1 )


  PGCD  ( 56 ;    45 ) = 1


   (  x   ;    y )


  56 x + 45 y = 1


   (   L 2 )


    45 − 11 × 4 = 1


   (   L 1 )


  11 = 56 − 45


  45 − 4  ( 56 − 45 ) = 1


   (  x   ;    y ) =  (  −   4   ;    5 )


  56 x + 45 y = 3


  56 ×  ( − 12 ) + 45 × 15 = 3


   (  x ;    y ) =  (  −   12   ;    15 )


  n


   ( 9 n + 5 )


   ( 7 n + 4 )


   ( 9 n + 5 )


   ( 7 n + 4 )


  u


  v


  n


  n


  n


  u  ( 9 n + 5 ) + v  ( 7 n + 4 )


  9 u + 7 v


  9 u + 7 v = 0


  u = 7


  v = − 9


  7  ( 9 n + 5 ) − 9  ( 7 n + 4 ) = 63 n + 35 − 63 n − 36 = − 1


  − 7  ( 9 n + 5 ) + 9  ( 7 n + 4 ) = 1
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