Divisibilité et congruence

I] Divisibilité dans 7. :

1- Diviseurs d’un entier relatif :

Définition : Soient a et b deux entiers relatifs.
On dit que a divise b si et seulement si il existe un entier relatif k tel que b = ka.
On dit aussi que :

» aestun diviseur de b

» b est divisible par a.

» b est un multiple de a.

Notation : a divise bsenote:a|b

Exemples :
» 42 estunmultiplede-7car42=-7 X (- 6)

» L'ensemble des multiples de 5 sont{...; -15;-10;-5;0;5;10; ...}. On note cet ensemble 5Z.
» Lensemble des diviseursde 6 sont{-6;-3;-2;-1;1;2;3;6}
» 0 possede une infinité de diviseurs : tous les entiers relatifs non nuls.

2- Propriétés de divisibilité :

Propriété (transitivité) : Soit a, b et c trois entiers relatifs.

Sia|betb|calorsa]|c.

Démonstration :

Si a divise b et b divise c alors il existe deux entiers relatifs k et k’ tels que b = ka et c = k’b.
Donc : ¢ = k’ka et donc il existe un entier relatif I = kk’ tel que c = la.

Donc : a divise c.

Exemple: 3|12 et 12| 60 donc: 3| 60.

Propriété : Soient a et b deux entiers relatifs.
Si b ne divise pas a, alors aucun multiple de b ne peut diviser a.

Exemple : Comme 2 ne divise pas 1 001, aucun nombre pair ne divise 1 001.
En effet, si par exemple 10 divisait 1 001 alors 2 diviserait 1 001.

Démonstration : (par I'absurde).

Soient a et b deux entiers tel que b ne divise pas a.

Supposons qu'il existe un entier k tel que kb divise a.

Or b divise kb, et puisque kb divise a, alors b divise a.

Impossible d’apres les hypotheses.

Donc : si b ne divise pas a, alors aucun multiple de b ne peut diviser a.

Propriété : Soit a et b des entiers relatifs non nuls.
a|betb|aéquivautaa=boua=-bhb.

Démonstration :

Sia|betb|aalorsil existe deux entiers k et k’ tels que b = ka et a = k'b.
D’ou: ab = kk’ab

Donc kk’ =1 car ab # 0.

k et kK’ sont ainsi des diviseurs de 1 ; ils sont donc égauxa 1 ou -1
Onadonca=boua=-b.



Réciproquement, sia =b ou a = - b, alors, par définitiona |betb | a.
Propriété (combinaisons linéaires) : Soit a, b et c des entiers relatifs non nuls et a et 3 deux entiers
relatifs.
Sic|aetc|b,alorsc]| (aa+ B8b)
Démonstration :
Sic|aetc|balorsil existe deux entiers k et k’ tels que a = kc et b =k’c.
aa + Bb = akc + Bk'c = (ak + Bk’)c ou (ak + BK’) est un entier.
Donc: c | (xa + b).

Attention : La réciproque est fausse : 2 | (3 X 2 + 4 X 3) mais 2 ne divise pas 3.

I1] Division euclidienne :

Propriété : Soit a un entier naturel et b entier naturel non nul.
Il existe un unique couple d’entiers (q; r) tel que:
a=bg+ravec0<r<h.
Cette écriture s’appelle la division euclidienne de a par b.
q est le quotient, r est le reste, a est le dividende et b est le diviseur de cette division euclidienne.

Exemple : Dans la division euclidienne de 392 par 13,ona: 392 =13 X 30 + 2.

Démonstration :

Existence :

Soit xun réel. La partie entiere de x est I'unique entier noté E(x) tel que E(x) < x < E(x) + 1.
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Posons q =E(%>.AlorsE(%> S%<E(§)+1,soitqS%<q+1,doncbqSa<bq+1,donc

0<a-bg<b.
En posantr = a — bg,onabiena = bq + r avec q etr des entierset 0 < r < b.

Unicité :

Supposons qu'il existe deux couples (q ;) et (g’ ; r’)vérifiant la propriété.

Alorsonaa =bq+r =bq' +r'dour’'—r =b(q—q’).

Or0 <r < b,soit—b < —r < 0, et comme on sait que 0 < r' < b, on obtient par addition
I'encadrement: —b <r’' —r < b.

Orr' —r = b(q — q') est un multiple de b strictement compris entre —b et b, il ne peut donc s’agir que
de 0.

Ainsir —r'=0dour =r'.

D’autre part, b(q —q') = 0doncq = q.

Conclusion, le couple (q ; r)vérifiant la propriété est unique.

Propriétés : Soienta € Zetbh € N*.

% b divise a < lereste dans la division euclidienne de a par b est 0.

% Dans la division euclidienne de a par b, il n’y a que b restes possibles : tous les entiers entre
0 et b — 1. Ainsi, tout entier s’écrit sous une, et une seule, de ces formes : bq, bq + 1, bg + 2, .., bq +
(b—1),avecq € Z.



I1I] Congruences :
1- Définition :

Définition : Soit n un entier naturel non nul.

Deux entiers a et b sont dits congrus modulo n si et seulement si ils ont le méme reste dans la division
euclidienne par n.

Onlenote:a=b [n]

Remarques :
» On dit aussi que a est congru a b modulo n.

» Par définition,a=b [n] ©b=a[n]eta=a|[n].
» Sirestlereste de la division euclidienne de a par n, alors a = r [n] et r est'unique entier
telque0<r<neta=r|[n].

Exemples: 11 =5[3] (car11=3 X3 +2et5=3 X1+ 2)
—4=2[3](car—4=3%x(—-2)+2et2=3x0+2)

2- Propriété fondamentale :

Propriété : Soient n un entier naturel non nul et a et b deux entiers relatifs.
a = b[n] si et seulement si n divise a — b.

Démonstration :

= Sia = b[n], alors a et b ont le méme reste r dans la division euclidienne par n, c’est-a-dire qu'il
existe deux entiers relatifs g et q' telsquea =nq +retb =nq' +r.

Ainsi,a — b = n(q — q'), avec q — q’ entier, donc n divise a — b.

< Réciproquement, si n divise a — b, alors il existe un entier k tel quea — b = kn, d’oua = b + kn.
La division euclidienne de a par n se traduit par |'existence de deux entiers q et r telsquea = nq +r
et0 <r <n.

Ainsi, b + kn =nq +rdoncb =n(q — k) +ravecq — k entieret0 < r < n.

On en déduit que r est aussi le reste de la division euclidienne de b par n, soit a = b[n].

Remarque : a = 0 [n] si et seulement si n divise a.

3- Opérations sur les congruences :

Propriétés : Soit n un entier naturel non nul.

Soient a, a’, b, b’ et ¢ des entiers relatifs.

Alors on a les relations suivantes :
1. Sia = b[n]etb = c[n], alors a = c[n](propriété de transitivité).
2. a=b[n] & a—b=0][n].
3. a=b[n] & a+c=b+c[n]
4, Sia=a'[n]etb=b"[n],alorsa+b=a’ +b'[n]

a—b=a —b'[n]
ab =a'b’ [n].

5. Sia = b[n], alors ac = bc [n].
6. Pour toutm € N*, a™ = b™ [n].

Démonstration :
1. Sia = b[n],alorsn | (a —b),etsib = c[n],alorsn | (b — ¢).
Ainsi,n | (a+ b) + (b —c),doncn | (a —c) donc a = c[n].




a = b[n] si et seulement si a — b est divisible par n, c’est-a-dire a — b = 0 divisible par n, d’ou
a—b = 0[n].
a=bn] © nla->

e nl(a+c)—(b+c)(car(a+c)—(b+c)=a—>b)

S a+c=b+cn]

Sia=a'[n]etb = b'[n],alorsa — a’ et b — b’ sont des multiples de n, dont toute combinaison
linéaire des deux est un multiple de n. Ainsion a:

(a=—a)+(b—->b")=(a+b)—(a"+b") estun multiple de n,donca + b = a’ + b'[n].
(a—a)—(b—b")=(a—b)—(a"—b") estun multiple de n,donca — b = a’' — b’'[n].
(a—a)Yxb+('—b")Yxa =ab—a'b+a'b—a'b’ =ab— a'b’ estun multiple de n, donc
ab = a'b’[n].

a = b[n] donc a — b est divisible par n
donc c(a — b) est divisible par n

donc ca — cb est divisible par n

donc ca = cb[n]

donc ac = bc[n].

Initialisation : La démonstration est triviale pourp = O oup = 1.
Hérédité :
% Hypothese de récurrence :
Supposons qu'il existe un entier k tel que la propriété soit vraie :
ak = b*[n]

% Démontrons que : La propriété est vraie au rang k + 1:
k+1 — .k = pk — pk+1
a®*"t=a®*xa=b"xb=b""[n]

Conclusion : La propriété est vraie pour p = 0 et héréditaire a partir de ce rang. D'apreés le principe de
récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel p.



