@ Déterminer une série de restes
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- Exercice n°1 :

~ 1. Déterminer, suivant les valeurs de 'entier naturel n, les restes possibles de 2™ dans la division par

7.
- 2. En déduire les valeurs de npour lesquelles 2™ + 3 est divisible par 7.
~ 3. En déduire le reste de la division euclidienne de 652 °** par 7.

- Exercice n°2 :

~ 1. Déterminer, suivant les valeurs de 'entier naturel n, les restes possibles de 3™ dans la division par -

13
© 2. En déduire les entiers n tels que 3™ — 1 est divisible par 13.
© 3. En déduire que 2 019%2°%° = 4 (13).

- Exercice n°3 :

> 1. Déterminer, suivant les valeurs de I'entier naturel n, les restes possibles de 4™ dans la division par

-9
- 2. En déduire les valeurs de n pour lesquelles 4™ + 5 est divisible par 9.
3. En déduire que 1302°2°> = 1 (9).

~ Exercice n°4 : Pour quelles valeurs de I'entier naturel nle nombre 5 x 3™ + 2 est-il divisible par 11 ?

- Exercice n°5 :

- 1. Déterminer les restes de la division euclidienne de 8" par 13 suivant les valeurs de I'entier
* naturel n.

- 2. En déduire le reste de la division par 13 de 2 0222926,

- Exercice n°6 :

- 1. Déterminer, suivant les valeurs de I'entier naturel n, les restes possibles de 9" dans la division par -

- 10.
2. En déduire les entiers n tels que 9" + 1 est divisible par 10.
© 3. En déduire le chiffre des unités de 9°7 puis celui de 2 0192924,

Exercice n°7 :

- 1. Déterminer, suivant les valeurs de I'entier naturel non nul n, le reste dans la division euclidienne
“ par 11 de 10™.

- 2. En déduire les valeurs de n pour lesquelles 10" — 1 est divisible par 11.

2 3. Démontrer alors que 2 0322926 = 3 (11).

.
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- Exercice n°1 :

7.

* On établit la série des restes possibles de 2™ par 7.
£20=1(7)

22t =2(7)

222 =4(7)

23=8=1(7)

On retrouve le reste 1, déja obtenu pour n = 0: la série des restes est 1,2,4, soit une période de 3.
On divisenpar3:n =3q +ravec0 < r < 3.0Onaalors:

’ 2" =230+ = (23)4 x 2" =19 x 2" =27 (7)

Résumons ce résultat dans un tableau :

n=-3 JoJ1]z]
M = e (7)

2. En déduire les valeurs de npour lesquelles 2™ + 3 est divisible par 7.

- (2™ + 3) est divisible par 7 si, et seulement si :

: M+3=0(7) & 2"=-3=4(7)

- D'apres le tableau: 2" =4 (7) & n=2(3).

~ Conclusion : 2™ + 3 est divisible par 7 si, et seulement si, le reste de la division euclidienne de npar
> 3 estégala 2.

- 3. En déduire le reste de la division euclidienne de 652 %4

-0na65=7x9+2donc65 = 2 (7).

2 De plus, 2024 = 3 X 674 + 2 donc 2024 = 2 (3).

> D'apres les régles de compatibilité et le tableau : 652°%* = 2202% = 22 = 4 (7)
- Le reste de la division euclidienne de 652%?*par 7 est 4.

par 7.

~ Exercice n°2 :

- 1. Déterminer, suivant les valeurs de l'entier naturel n, les restes possibles de 2" dans la division par

- 1. Déterminer, suivant les valeurs de I'entier naturel n, les restes possibles de 3" dans la division par -

.~ 13.

> On établit la série des restes possibles de 3™par 13.

. 30 =1 (13)
31 =3(13)
32=9(13)

’ 33=27=1(13)

~ On retrouve le reste 1 : la série des restes est 1,3,9, soit une période de 3.
Ondivisenpar3:n =3q +ravec0 <r < 3:

g 3" = (33)7 x 3" = 19 x 3" = 3" (13)

= o2
3" = ... (13) E

> 2. En déduire les entiers n tels que 3™ — 1 est divisible par 13.

(3™ — 1) est divisible par 13 si, et seulement si :

. 3" —1=0(13) & 3"=1(13)

- D'apres le tableau:3" =1 (13) < n=0(3).

> Conclusion : 3" — 1est divisible par 13 si, et seulement si, nest\ un ulti \lg de 3\’

N N T N T N N N N N Y SN LN

\\\\\\\\\\\\\\\\\\‘/



B T T T T T T

- 3. En déduire que 2 019%°23 = 4 (13).

22019 =13 x 155+ 4 = 2019 =4 (13).

/Or1a42 =16 =3(13),donc4® =3 x4 =12 = -1 (13).

/ Par conséquent, 4° = (—1)? = 1 (13).

. 2 0r 2023 = 6 X 337 + 1, donc: 20192023 = 42023 = (46)337 x 41 =1 x 4 = 4 (13).

Exercice n°3:

1

0.

0

4% =1 (9)

41 =4 (9)

42 =16 =7(9)
43=4x7=28=1(9)
0

0
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. Déterminer, suivant les valeurs de I'entier naturel n, les restes possibles de 4™ dans la division par

n établit la série des restes possibles de 4™ par 9.

n retrouve le reste 1 : la série des restes est 1,4,7, soit une période de 3.
ndivisenpar3:n=3q +ravec0 <r < 3:

m = (43)1x 47 =19 x 47 = 47 (9)

n=-(3) 0 1| 2

47'1

- (9) 1| 4| 7

. 2. En déduire les valeurs de n pour lesquelles 4™ + 5 est divisible par 9.

f (4™ + 5) est divisible par 9 si, et seulementsi: 4" +5=0(9) & 4"=-5=4(9)
- D'apres le tableau:4" =4 (9) & n=1(3).
5 Conclusion : 4™ + 5est divisible par 9 si, et seulement si, le reste de la division euclidienne de n par

’ 3estégalal.
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7 3. En déduire que 1302925 = 1 (9).
~0nal30 =9 x 14+ 4,donc 130 = 4 (9).

2 Par ailleurs, 2025 = 3 X 675, donc 2025 = 0 (9)
/ D'apres le tableau de la question 1, lorsque I'exposant est congru a 0 modulo 3, la puissance est
” congrue a 1 modulo 9. Ainsi: 1302025 = 42025 = 1 (mod 9).

SN N N N

Exercice n°4 : Pour quelles valeurs de 'entier naturel nle nombre 5 X 3™ + 2 est-il divisible par 11 ?

- On établit d'abord la série des restes de 3"modulo 11.

~

£30=1(11)
531—3(11)
/3 =9 (11)

RN

£3%=27=5(11)

~

~

RN

©3*=3x5=15=4(11)
©35=3x4=12=1(11)

» La série des restes est 1,3,9,5,4, de période 5.

En écrivantn = 5g + ravec 0 < r < 5:3" = (3°)9 x 3" = 3" (11)
n=--(5) 0 1 2 3 4
3" = ... (11) 1| 31 9| 5| 4
5x3"+2=--(11) 7 6 3 5 0

r=0:5x14+2=7
r=1:5x34+2=17
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Détail des calculs de la derniere ligne :
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r=2:5X9+2=47=3(11)(car47 =44 + 3)

r=3:5x5+2=27=5(11)

r=4:5x4+2=22=0(11)
Conclusion : 5 x 3™ + 2 est divisible par 11 si, et seulement si, n = 4 (5), c'est-a-dire si le reste de la
division euclidienne de n par 5 est égal a 4 (soitn € {4, 9,14,19, ...}).

Exercice n°5 :

1. Déterminer les restes de la division euclidienne de 8™ par 13 suivant les valeurs de I'entier
naturel n.

On établit la série des restes possibles de 8™par 13.

80°=1(13)

8'=8(13)

8“=64=12(13) (car 64 =52 + 12)

83=8x12=96=5(13) (car96 = 91 + 5)

8*=8x5=40=1(13) (car40=39+1)

n retrouve le reste 1 : la série des restes est 1,8, 12,5, de période 4.

0
Ondivisenpar4:n=4q +ravec0 <r<4:8"=(8")1x8" =19x8" =8" (13)

n=-(@4 |o]l1]2]|3

gr=-.(13) | 1| 8 |12 5
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2 2. En déduire le reste de la division par 13 de 2 0222926,

£2022 = 13 x 155 + 7 = 2022 = 7 (13).

f D'apreés le petit théoréme de Fermat (13 premier, 7 # 0), 712 = 1 (13).

2 Comme 2026 = 12 X 168 + 10, on a: 20222926 = 72026 = 710 (1qpd 13).
/ Calcul de 71°: 72 =10, 7* =100 =9, 78 = 81 = 3 (mod 13).

/Donc 710 =78 x 72 =3 x 10 = 30 = 4 (mod 13).

~ Le reste de la division euclidienne de 20222°26par 13 est donc 4.

Exercice n°6 :

~ 1. Déterminer, suivant les valeurs de I'entier naturel n, les restes possibles de 9™ dans la division par
“ 10,

2 On établit la série des restes possibles de 9™par 10.

29% =1 (10)

- 91 =9(10)

292=81=1(10)

2 On retrouve le reste 1 : 1a série des restes est 1,9, de période 2.

- Ondivisenpar2:n = 2q +ravec 0 < r < 2:9" = (999 x 9" =17 x 9" = 9" (10)

2 n=--(2) 0 1

’ n=... (10) 1 9

; 2. En déduire les entiers n tels que 9" + 1 est divisible par 10.

2 (9™ + 1)est divisible par 10 si, et seulementsi: 9" +1 =0 (10) & 9" =-1=9 (10)
. D apreés le tableau: 9" =9 (10) & n=1(2).
* Conclusion : 9" + 1 est divisible par 10 si, et seulement si, n est impair.

s

En déduire le chiffre des unités de 997 puis celui de 2 0192924,

3.
Le chiffre des unités d'un entier naturel est son reste dans la d1v151on euclidienne par 10.
* 97est impair, donc 97 = 1 (2) et 997 = 9 (10): le chiffre des unités de 9°7 est 9.
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©2019 = 9 (10)et 2024 = 0 (2), donc : 2019202+ = 92024 = 90 = 1 (10)
- Le chiffre des unités de 2 0192924 est 1.

Exercice n°7 :

1. Déterminer, suivant les valeurs de l'entier naturel non nul n, le reste dans la division euclidienne
par 11 de 10™.

On établit la série des restes possibles de 10™par 11.

210° =1 (11)

210t =10 = -1 (11)

2102 = (-1)?=1(11)

/ 7 On retrouve le reste 1 : 1a série des restes est 1,10, de période 2.

/ Plus généralement, comme 10 = —1 (11),ona 10" = (—1)™ (11).

* On divise npar2:n = 2q +ravec0 <r < 2:10" = (10%)7 x 10" = 10" (11)

- (2) 0 1
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n

on=- (11 | 1 || 10

Conclusion : si nest pair, le reste est 1 ; si nest impair, le reste est 10.
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- 2. En déduire les valeurs de n pour lesquelles 10™ — 1 est divisible par 11.
2 (10™ — 1) est divisible par 11 si, et seulement si: 10" = 1 (11)

f D'aprés le tableau: 10" =1 (11) & n =0 (2).

- Conclusion : 10™ — 1 est divisible par 11 si, et seulement si, n est pair.

St N N

> 3. Démontrer alors que 2 0322926 = 3 (11).
~0Ona:2032=8(11)

7 Ainsi 20322026 = 82026 (mod 11)

f D’apreés le petit théoréme de Fermat, 81° = 1 (11)
20r,2026 =10 x 202+ 6

~ Donc, 82026 = 8° (11)

f Calculons :82 = 64 = 9 (11),

78*=92=81=4 (mod11).

/ Puis: 8% = 8* x 87 =4 x 9 = 36 = 3 (11).

’ Finalement, 20322026 = 3 (11)
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  n


   2  n


  n


   2  n + 3


   65  2   024


  n


   3  n


  n


   3  n − 1


  2    019  2   023 ≡ 4    ( 13 )


  n


   4  n


  n


   4  n + 5


   130  2   025 ≡ 1    ( 9 )


  n


  5 ×  3  n + 2


   8  n


  n


  2    022  2   026


  n


   9  n


  n


   9  n + 1


   9 97


  2    019  2   024


  n


   10  n


  n


   10  n − 1


  2    032  2   026 ≡ 3    ( 11 )


  n


   2  n


   2  n


   2 0 ≡ 1    ( 7 )


  n = 0


  1 , 2 , 4


  n


  n = 3 q + r


  0 ⩽ r < 3


   2  n =  2  3 q + r =    (  2 3 )  q ×  2  r ≡  1  q ×  2  r ≡  2  r    ( 7 )


  n ≡ …    ( 3 )


   2  n ≡ …    ( 7 )


  n


   2  n + 3


   (  2  n + 3 )


   2  n + 3 ≡ 0    ( 7 )    ⟺     2  n ≡ − 3 ≡ 4    ( 7 )


   2  n ≡ 4    ( 7 )    ⟺    n ≡ 2    ( 3 )


   2  n + 3


  n


   65  2   024


  65 = 7 × 9 + 2


  65 ≡ 2    ( 7 )


  2   024 = 3 × 674 + 2


  2   024 ≡ 2    ( 3 )


   65  2   024 ≡  2  2   024 ≡  2 2 ≡ 4    ( 7 )


   65  2   024


  n


   3  n


   3  n


   3 0 ≡ 1    ( 13 )


  1 , 3 , 9


  n


  n = 3 q + r


  0 ⩽ r < 3


   3  n =    (  3 3 )  q ×  3  r ≡  1  q ×  3  r ≡  3  r    ( 13 )


  n ≡ …    ( 3 )


   3  n ≡ …    ( 13 )


  n


   3  n − 1


   (  3  n − 1 )


   3  n − 1 ≡ 0    ( 13 )    ⟺     3  n ≡ 1    ( 13 )


   3  n ≡ 1    ( 13 )    ⟺    n ≡ 0    ( 3 )


   3  n − 1


  n


  2    019  2   023 ≡ 4    ( 13 )


  2019 = 13 × 155 + 4    ⟹    2019 ≡ 4    ( 13 )


   4 2 ≡ 16 ≡ 3    ( 13 )


   4 3 ≡ 3 × 4 = 12 ≡ − 1    ( 13 )


   4 6 ≡    ( − 1 ) 2 ≡ 1    ( 13 )


  2023 = 6 × 337 + 1


   2019 2023 ≡  4 2023 =    (  4 6 ) 337 ×  4 1 ≡ 1 × 4 ≡ 4    ( 13 ) .


  n


   4  n


   4  n


   4 0 ≡ 1    ( 9 )


  1 , 4 , 7


  n


  n = 3 q + r


  0 ⩽ r < 3


   4  n =    (  4 3 )  q ×  4  r ≡  1  q ×  4  r ≡  4  r    ( 9 )


  n ≡ …    ( 3 )


   4  n ≡ …    ( 9 )


  n


   4  n + 5


   (  4  n + 5 )


   4  n + 5 ≡ 0    ( 9 )    ⟺     4  n ≡ − 5 ≡ 4    ( 9 )


   4  n ≡ 4    ( 9 )    ⟺    n ≡ 1    ( 3 )


   4  n + 5


  n


   130  2   025 ≡ 1    ( 9 )


  130 = 9 × 14 + 4


  130 ≡ 4    ( 9 )


  2025 = 3 × 675


  2025 ≡ 0    ( 9 )


   130 2025 ≡  4 2025 ≡ 1      ( mod   9 ) .


  n


  5 ×  3  n + 2


   3  n


   3 0 ≡ 1    ( 11 )


  1 , 3 , 9 , 5 , 4


  n = 5 q + r


  0 ⩽ r < 5


   3  n =    (  3 5 )  q ×  3  r ≡  3  r    ( 11 )


  n ≡ …    ( 5 )


   3  n ≡ …    ( 11 )


  5 ×  3  n + 2 ≡ …    ( 11 )


  r = 0  


  5 × 1 + 2 = 7


  r = 1


  5 × 3 + 2 = 17 ≡ 6    ( 11 )


  r = 2


  5 × 9 + 2 = 47 ≡ 3    ( 11 )


  47 = 44 + 3


  r = 3


  5 × 5 + 2 = 27 ≡ 5    ( 11 )


  r = 4


  5 × 4 + 2 = 22 ≡ 0    ( 11 )


  5 ×  3  n + 2


  n ≡ 4    ( 5 )


  n


  n ∈ { 4 ,     9 ,   14 ,   19 , … }


   8  n


  n


   8  n


   8 0 ≡ 1    ( 13 )


  


  64 = 52 + 12


   8 3 ≡ 8 × 12 ≡ 96 ≡ 5    ( 13 )


  96 = 91 + 5


   8 4 ≡ 8 × 5 ≡ 40 ≡ 1    ( 13 )


  40 = 39 + 1


  1 ,   8 ,   12 ,   5


  n


  n = 4 q + r


  0 ⩽ r < 4


   8  n =    (  8 4 )  q ×  8  r ≡  1  q ×  8  r ≡  8  r    ( 13 )


  n ≡ …    ( 4 )


   8  n ≡ …    ( 13 )


  2    022  2   026


  2022 = 13 × 155 + 7 ⇒ 2022 ≡ 7      ( 13 )


  13


  7 ≢ 0


   7 12 ≡ 1    ( 13 )


  2026 = 12 × 168 + 10


   2022 2026 ≡  7 2026 ≡  7 10      ( mod   13 ) .


   7 10


   7 2 ≡ 10 ,    7 4 ≡ 100 ≡ 9 ,    7 8 ≡ 81 ≡ 3      ( mod   13 ) .


   7 10 =  7 8 ×  7 2 ≡ 3 × 10 = 30 ≡ 4      ( mod   13 ) .


   2022 2026


  n


   9  n


   9  n


   9 0 ≡ 1    ( 10 )


  1 , 9


  n


  n = 2 q + r


  0 ⩽ r < 2


   9  n =    (  9 2 )  q ×  9  r ≡  1  q ×  9  r ≡  9  r    ( 10 )


  n ≡ …    ( 2 )


   9  n ≡ …    ( 10 )


  n


   9  n + 1


   (  9  n + 1 )


   9  n + 1 ≡ 0    ( 10 )    ⟺     9  n ≡ − 1 ≡ 9    ( 10 )


   9  n ≡ 9    ( 10 )    ⟺    n ≡ 1    ( 2 )


   9  n + 1


  n


   9 97


  2    019  2   024


  97


  97 ≡ 1    ( 2 )


   9 97 ≡ 9    ( 10 )


   9 97


  2   019 ≡ 9    ( 10 )


  2   024 ≡ 0    ( 2 )


  2    019  2   024 ≡  9  2   024 ≡  9 0 ≡ 1    ( 10 )


  2    019  2   024


  n


   10  n


   10  n


   10 0 ≡ 1    ( 11 )


  1 , 10


  10 ≡ − 1    ( 11 )


   10  n ≡    ( − 1 )  n    ( 11 )


  n


  n = 2 q + r


  0 ⩽ r < 2


   10  n =    (  10 2 )  q ×  10  r ≡  10  r    ( 11 )


  n ≡ …    ( 2 )


   10  n ≡ …    ( 11 )


  n


  n


  n


   10  n − 1


   (  10  n − 1 )


   10  n ≡ 1    ( 11 )


   10  n ≡ 1    ( 11 )    ⟺    n ≡ 0    ( 2 )


   10  n − 1


  n


  2    032  2   026 ≡ 3    ( 11 )


  2032 ≡ 8    ( 11 )


   2032 2026 ≡  8 2026      ( mod   11 )


   8 10 ≡ 1    ( 11 )


  2026 = 10 × 202 + 6


   8 2026 ≡  8 6    ( 11 )


   8 2 ≡ 64 ≡ 9    ( 11 ) ,


   8 4 ≡  9 2 ≡ 81 ≡ 4      ( mod   11 ) .


   8 6 ≡  8 4 ×  8 2 ≡ 4 × 9 ≡ 36 ≡ 3    ( 11 ) .


   2032 2026 ≡ 3    ( 11 )

