Equations / Inéquations

I] Equations :

1 - Définition et vocabulaire :

Définitions :

% Une équation est une égalité dans laquelle figurent une ou plusieurs inconnues désignées par
des lettres.

% Une solution d'une équation d’inconnue x est une valeur de x pour laquelle I'égalité est vraie.

% Résoudre dans R une équation a une inconnue consiste a déterminer, si elles existent, toutes les
valeurs dans R de I'inconnue vérifiant I’égalité proposée. Ces valeurs constituent I'ensemble des
solutions de I’équation.

2 - Equation du premier degré :

Définition : Une équation du premier degré a une inconnue x est une équation pouvant se ramener a la
forme ax + b = 0, avec a et b des réels, eta # 0.

Exemple : Résoudre dans R 1'équation 3x + 7 = x — 1.
Vx eR3x+7=x—-1 & 3x—x=-1-7

& 2x=-—8
2x —8
= — = —
2 2
S x=—4

Donc la solution dans R de I'’équation 3x + 7 = x — 1 est — 4.

3 - Equation produit nul :

Propriété : Soient a et b des réels. Alors :
axXxb=0 < a=0o0ub=0.

Exemple : Résoudre dans R I'équation (3x + 4)(x — 2) = 0.
VXER Bx+4)(x—2)=0 © 3x+4=00ux—2=0
< 3x=—4oux =2

4
= x=—§0ux=2

Ainsi, les solutions dans Rde I'équation (3x + 4)(x — 2) = 0 sont — g et 2.

4 - Equation quotient nul :

Propriété : Soient a et b des réels. Alors :

a
B:O S a=0etb#0



2x—3
x+1

Exemple : Résoudre dans R I'équation

]?.tape n°1 : Détermination de la valeur interdite.
Le dénominateur ne doit pas s’annuler: x + 1 # 0 & x # —1
Ainsi, —1 estla valeur interdite.

Etape n°2 : Résolution de I'équation.

2x —3
Vx € R, =0 & 2x—-3=0
x+1
S 2x =3
3
& x=-—
*=3

3, . .

La valeur >N est pas la valeur interdite, donc elle est acceptable.
2x —3
x+1

. 'z . : : 3
Conclusion : L'équation = 0 admet une unique solution dans R : >

5 - Equations de la forme x2 = a:

Propriété : Soit a un réel.
% Sia > 0,alors l'équation x?> = a admet exactement deux solutions dans R : v/a et —+/a.
% Sia = 0, alors I'équation x? = a admet une unique solution dans R : 0.
% Sia < 0,alors 1'équation x? = a n'admet aucune solution dans R.

Démonstration :
% Casoua>0:Vx €ERx%>=a & x?=(Va)?
© x2-(va)’ =0
e (x+va)(x—+va)=0
& x+vVa=0oux—+vVa=0
& x=—vaoux =+a

L Casoua=0:VxERx’=a &©x*=0=|x|=0

% Casoua <0:Vx€R,x? > 0doncl'équation x> = a n'a pas de solution dans R.

Exemples :
1) Résoudre dans R I'équation x? = 25.
L'équation x? = 25 posséde deux solutions: x = —V25 = —5etx = V25 =5

Onnote:S = {-5;5}.

2) Résoudre dans R I'équation x? = — 9.
L'équation x? = —9 n’a pas de solution dans R car —9 est négatif.
Onnote:S = @.

3) Résoudre dans R I'équation (x — 1)% = 4.
L'équation (x — 1) = 4 posséde deux solutions: x — 1 = —detx — 1 =4
Soit:x=—2+1=—-1letx=2+1=3.



L'équation a deux solutions: —1 et 3. Onnote: S = {—1; 3}.

I1] Inéquations :
1 - Inégalités et propriétés :

Définition : Une inégalité est une affirmation fondée sur I'un des signes suivants: <; <;>; >.

Propriété : On peut ajouter ou retrancher un méme réel aux deux membres d’une inégalité, en

conservant son sens.

Autrement dit, pour tous réels a, b et c :
a<bsSa+c<b+c
a<bea—-c<b-c

Exemples: 3>-25+6>2-1+4<11>3
VxeR 3x+4<5=3x+4-5<5-5&3x—-1<0

Propriété : On peut multiplier ou diviser les deux membres d’'une inégalité par un méme nombre
strictement positif, en conservant le sens de l'inégalité.
Autrement dit, pour tous réels a, b et c,avecc > 0,on a:
a<b&Saxc<bxXc
a b

a<bes-—-—<-
C C

Propriété : On peut multiplier ou diviser les deux membres d’'une inégalité par un méme nombre
strictement négatif, en changeant le sens de l'inégalité.
Autrement dit, pour tous réels a, b et c,avecc < 0,on a:

a=beaxc=bXc

a_ b
a<be —=-—
c ¢
Exemples : Vx €R, 4x =5 Vx€R x <3 Vx € R, —5x <2
4x>5 1 7 —5x>2
33 ©xx7<3x7 S5 =255
4 2
(:)ng =S x <21 (:)ng

2 - Définition et vocabulaire :

Définitions :

% Une inéquation est une inégalité dans laquelle figurent une ou plusieurs inconnues désignées
par des lettres.

% Une solution d’une inéquation d’'inconnue x est une valeur de x pour laquelle I'inégalité est
vraie.

% Résoudre dans R une inéquation, c’est déterminer toutes ses solutions réelles.

Exemple : 8x + 2 > 7 est une inéquation d’inconnue x.
Résoudre cette inéquation dans R, c’est trouver toutes les valeurs réelles de x telles que 8x + 2 > 7.



3 - Résoudre une inéquation du 1¢r degré a une inconnue :

Méthodologie : Pour résoudre une inéquation, on utilise les mémes techniques que pour résoudre une

équation.

Résoudre dans R I'inéquation
3x—-5=2x+3

Exemples :

On regroupe les termes en x d'un coté et
les constantes de l'autre :
3x—x=3+5
2x =8

On divise les deux membres par 2
(nombre strictement positif, donc le sens
de I'inégalité reste le méme) :
2x 8
—_— 2 —_

2 "2
x=4

Conclusion :
L'ensemble des solutions dans R est
'intervalle [4 ; +oo].
Onnote:S = [4; +oo|

Solutions

0 4
4 - Résoudre une inéquation produit :

Rappels :

Résoudre dans R I'inéquation
2x+7<5x-—2

On regroupe les termes en x d'un coté et
les constantes de l'autre :
2x—5x < -2-7
-3x<-9

On divise les deux membres par —3
(nombre strictement négatif, donc le sens
de I'inégalité change) :

-3x -9
373
x>3

Conclusion :
L'ensemble des solutions dans R est
I'intervalle |3 ; +oo.
Onnote:S =]3; +oo[

Solutions

% Le produit de deux nombres réels non nuls et de méme signe est positif.

% Le produit de deux nombres réels non nuls et de signes contraires est négatif.

Propriétés : Soient a, b, c et d des réels avec a et c différents de 0.
Pour résoudre une inéquation du type (ax + b)(cx + d) < 0, on peut utiliser un tableau de signes.

Exemple : Résoudre dans R l'inéquation (x — 4)(2x + 6) = 0.
& Le signe de (x — 4)(2x + 6) dépend du signe de chaque facteur (x — 4) et (2x + 6).

Etape n°1 : Déterminer les valeurs qui annulent chaque facteur.

x—4=0
x =4

2x+6=0
2x =—6
x=-3

Etape n°2 : Dresser le tableau de signes en utilisant la propriété vue au-dessus sur le signe d’'un

produit de facteurs.



X - -3 4 + o0
x—4 - )] +
2x+6 - ( +
(x — 4)(2x + 6) + ( - 0 +

Etape n°3 : Résoudre I'inéquation (x — 4)(2x + 6) > 0.
On cherche les valeurs de x pour lesquelles le produit est positif ou nul.
D'apres le tableau: (x —4)(2x +6) 20 & x € | —00,—3]| U [4, +o[

Conclusion : L'ensemble des solutions dans Rest: S = | — 00, —3] U [4, +oo].

5 — Résoudre une inéquation quotient :

Rappels :
% Le quotient de deux nombres réels non nuls et de méme signe est positif.
% Le quotient de deux nombres réels non nuls et de signes contraires est négatif.

Propriétés : Soient a, b, c et d des réels avec a et c différents de 0.
ax+b
cx+d

Pour résoudre une inéquation du type < 0, on peut utiliser un tableau de signes.

x+3
2x — 4

dépend du signe des expressions (x + 3) et (2x — 4).

<0.

Exemple : Résoudre dans R l'inéquation

x+3
2x — 4

% Le signe de

Etape n°1 : Déterminer la valeur interdite (annulation du dénominateur) et les valeurs annulant le
numérateur.

2x —4 #0 x+3=0
2x # 4 x=-—3
X+ 2

2 est une valeur interdite

Etape n°2 : Dresser le tableau de signes en utilisant la propriété vue au-dessus sur le signe d’'un
produit de facteurs.

x - -3 2 + oo
x+3 - ) +
2x — 4 - ) +
x + 3
+ ) +
2x — 4
o ., 4 I E4 . X+ 3

Etape n°3 : Résoudre I'inéquation e a < 0. La double barre dans le
On cherche les valeurs de x pour lesquelles le quotient est strictement tableau signifie que le
négatif. quotient n’est pas défini

X+ pour x = 2.

D’apres le tableau : .

—~ <0 o xe]-3;2[

(les bornes — 3 et 2 sont exclues car en —3 le quotient est nul et en 2 il n’est pas défini).
Conclusion : L'ensemble des solutions dans Rest: S =] — 3,2
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  ℝ


  ℝ


  x


  𝒂 𝒙 + 𝒃 = 𝟎


  a


  b


  a ≠ 0


  ℝ


  3 x + 7 = x − 1


  ∀ x ∈ ℝ , 3 x + 7 = x − 1    ⟺    3 x − x = − 1 − 7


  ℝ


  3 x + 7 = x − 1


  −   4


  a


  b


  𝒂 × 𝒃 = 𝟎    ⟺    𝒂 = 𝟎  ou  𝒃 = 𝟎 .


  ℝ


  ( 3 x + 4 ) ( x − 2 ) = 0


  ∀ x ∈ ℝ ,  ( 3 x + 4 )  ( x − 2 ) = 0    ⟺    3 x + 4 = 0   ou  x − 2 = 0


  ℝ


  ( 3 x + 4 ) ( x − 2 ) = 0


  −  4 3


  2


  a


  b


    𝒂  𝒃 = 𝟎    ⟺    𝒂 = 𝟎  et  𝒃 ≠ 𝟎


  ℝ


    2 x   −   3  x   +   1 = 0


  x + 1 ≠ 0    ⟺    x ≠ − 1


  − 1


  ∀ x ∈ ℝ ,   2 x − 3  x + 1 = 0    ⟺    2 x − 3 = 0  


   3 2


    2 x   −   3  x   +   1 = 0


  ℝ  


   3 2


    𝐱  𝟐 = 𝐚  


  a


  𝒂 > 𝟎


    x 2 = a


  ℝ   :  𝒂  et  −  𝒂


  𝒂 = 𝟎


    x 2 = a


  ℝ   : 𝟎


  𝒂 < 𝟎


    x 2 = a


  ℝ


  a > 0   : ∀ x ∈ ℝ ,     x 2 = a    ⟺      x 2 = (  a  ) 2


                                                                           ⟺      x 2 − (  a  ) 2 = 0


  a = 0   : ∀ x ∈ ℝ ,     x 2 = a    ⟺     x 2 = 0 ⟺   ∣ x ∣   = 0


  a < 0   : ∀ x ∈ ℝ ,     x 2 ≥ 0


    x 2 = a


  ℝ


    x 2 = 25


    x 2 = 25


  x = −  25 = − 5   et  x =  25 = 5


  S = { − 5   ; 5 }


    x 2 = −   9


    x 2 = − 9


  − 9


  S = ∅


   ( x − 1  ) 2 = 4


   ( x − 1  ) 2 = 4


  x − 1 = −  4  et  x − 1 =  4


  x = − 2 + 1 = − 1   et  x = 2 + 1 = 3 .


  − 1


  3


  S = { − 1   ; 3 }


  <   ; ≤   ; >   ; ≥


  a , b


  c


  a ≤ b ⟺ a + c ≤ b + c


  ⟺


  ⟺


  x ∈ ℝ


  3 x + 4 ≤ 5 ⟺ 3 x + 4 − 5 ≤ 5 − 5 ⟺ 3 x − 1 ≤ 0


  a , b


  c


  c > 0


  a ≤ b ⟺ a × c ≤ b × c


  a , b


  c


  c < 0


  a ≤ b ⟺ a × c ≥ b × c


  x ∈ ℝ


  4 x ≥ 5


                      ⟺   4 x 3 ≥  5 3


                      ⟺ x ≥  4 3


                      ⟺ x ≥  4 3


  x ∈ ℝ


   1 7 x < 3


        ⟺  1 7 x × 7 < 3 × 7


  ⟺ x < 21


  x ∈ ℝ


  − 5 x ≤ 2


                        ⟺   − 5 x  − 5 ≥  2  − 5


                                    ⟺ x ≥  2 5


                                    ⟺ x ≥  2 5


  x


  x


  ℝ


  x


  ≥


  x


  ℝ


  x


  x


  ≥


  ℝ


  3 x − 5 ≥ x + 3


  x


  3 x − x ≥ 3 + 5


  2


    2 x 2 ≥  8 2


  ℝ


  [ 4   ; + ∞ [


   S = [ 4   ; + ∞ [


  ℝ


  2 x + 7 < 5 x − 2


  x


  2 x − 5 x < − 2 − 7


  − 3


    − 3 x  − 3 >   − 9  − 3


  ℝ


   ] 3   ; + ∞ [


  S =   ] 3   ; + ∞ [


  a


  b


  c


  d


  a


  c


  ( a x + b ) ( c x + d ) ≤   0


  ℝ


  ( x − 4 ) ( 2 x + 6 ) ≥ 0


  ( x − 4 ) ( 2 x + 6 )


   ( x − 4 )  


  ( 2 x + 6 )


  x − 4 = 0   


    x = 4


    x = 4


  2 x + 6 = 0   


  2 x = −   6   


  2 x = −   6   


     x = −   3


     x = −   3


  x


  x − 4


  2 x + 6


  ( x − 4 ) ( 2 x + 6 )


  ( x − 4 ) ( 2 x + 6 ) ≥ 0


  x


  ( x − 4 ) ( 2 x + 6 ) ≥ 0    ⟺    x ∈   ] − ∞ , − 3 ] ∪ [ 4 , + ∞ [


  ℝ


  S =   ] − ∞ , − 3 ] ∪ [ 4 , + ∞ [


  a


  b


  c  


  d


  a


  c


    a x   +   b  c x   +   d ≤ 0


  ℝ


    x   +   3  2 x   −   4 < 0


    x   +   3  2 x   −   4


  ( x + 3 )


  ( 2 x − 4 )


  2 x − 4 ≠ 0   


    2 x ≠ 4


    2 x ≠ 4


  x ≠ 2


  x ≠ 2


  x + 3 = 0   


  x = −   3   


  x = −   3   


  x


  x + 3


  2 x − 4


    x   +   3  2 x   −   4


    x   +   3  2 x   −   4 < 0


  x


  x = 2


    x   +   3  2 x   −   4 < 0    ⟺    x ∈   ] − 3   ;   2 [


  −   3


  2


  − 3


  2


  ℝ


  S = ] − 3 , 2 [

