Fonctions de référence

I] La fonction carré :
1- Définition et propriété :

Définition : La fonction carré est la fonction f définie sur R par f(x) = x°

Propriété : La fonction carré est paire sur R. Autrement dit, pour tout réel x, (— x)* = x°.

Démonstration : Vx € R, (— x)? = (—1)? x x? =1 x x? = x2.

2- Variations de la fonction carré :

Propriété : La fonction carré est strictement décroissante sur | — oo ; 0] et strictement croissante sur

[0; +ool.
Son tableau de variations sur R est :
X - 0 + oo
XZ
0

Démonstration : Soit f la fonction carré définie sur R.
% Démontrons gue fest strictement croissante sur [0 ; + o[ :
Soient a et b deux réels de [0; + oo[ telsque 0 < a < b
Alors f(b) — f(a) = b* —a* = (b —a)(b + a).
Ora < bdonch—a > 0,etpuisquea > 0etb > 0,onadonch + a > 0 (strictement car a < b donc a
et b ne sont pas tous les deux nuls).
Ainsi, f(b) — f(a) > 0,donc f(a) < f(b)

0<a<b= f(a) < f(b)donclafonction fest bien strictement croissante sur [0 ; + oo.

Démontrons que fest strictement décroissante sur] — o ; 0] :

Soienta et b deuxréelsde] — oo ; 0] telsquea < b <0

Alors f(b) — f(a) = b? —a? = (b —a)(b + a).

Ora < bdonch—a > 0,etpuisquea < 0etb <0,onadonch + a < 0 (strictement car a < b donc a
et b ne sont pas tous les deux nuls).

Ainsi, f(b) — f(a) < 0,donc f(a) > f(b)

a<b<0= f(a) > f(b) donc la fonction f est bien strictement décroissante | — oo ; 0].

3- Représentation graphique :

Un tableau de valeurs de la fonction associé est :

x -2 -1 0 1 2

F(x) 4 1 0 1 4

Sa courbe représentative est représentée ci-contre.
Remarques :
- La courbe représentative de la fonction carrée fait
partie d’'une famille de courbes appelées : parabole. 1
- La courbe représentative de la fonction carrée est |
symétrique par rapport a I'axe des ordonnées. -4 -D oo 1 2 4




II] La fonction cube :

1- Définition et propriété :

Propriété : La fonction cube est impaire sur R. Autrement dit, pour tout réel x, (— x)3= — x2.

Définition : La fonction cube est la fonction f définie sur R par f(x) = x5.

Démonstration: Vx € R, (—x)3 = (—1)3 xx3 = -1 xx3 = — x3,

2- Variations de la fonction cube :

Propriété : La fonction cube est strictement croissante sur R.
Son tableau de variations sur R est :

X

— 0 + o

3- Représentation graphique :

Un tableau de valeurs de la fonction associé est :

}Il

y=

X -2 -1 0 1 2
f(x) -8 -1 0 1 8
Sa courbe représentative est représentée ci-contre. 4
Remarque :

- La courbe représentative de la fonction cube
est symétrique par rapport au centre du repere.

IIT] Fonction inverse :

1- Définition et propriété :

Définition : La fonction inverse f est définie sur | — oo ; 0[U]0 ; + oo[ par f(x) = %

Remarques: - L’ensemble | — oo ; 0[U]O0 ; + oo[ est aussi noté R\ {0} ou R *.
- 0 n’a pas d'image par la fonction inverse. Autrement dit, O est la valeur interdite de la

fonction inverse.

s .. . . . , 1
Propriété : La fonction inverse est impaire sur R*. Autrement dit, pour tout réel x, =

1 1

Démonstration: Vx E R*, —x ER*et f(—x) =—=——= —f(x)

- X X

-1



2 - Variations de la fonction inverse :

Propriété : La fonction inverse est strictement décroissante sur chacun des deux intervalles | — oo ; 0
et ]0; + ool.

s

Démonstration : Soit f la fonction inverse définie sur R*.

% Démontrons que fest strictement décroissante sur ]0 ; + oo[ :

Soient a et b deux réels de |0 ; + oo[ telsque 0 < a < b

Alors f(b) — f(a) = % - % = aa_bb.

D'une part,a < bdonca — b < 0.
D'autre part,a > 0 et b > 0 donc par produit ab > 0.
Ainsi, par quotient, % < 0, autrement dit f(b) — f(a) < 0,donc f(a) > f(b)

0 <a<b= f(a) > f(b) donc la fonction inverse est bien strictement décroissante sur |0 ; + oof.

% Démontrons que fest strictement décroissante sur ]- o ; 0[ :

Soient a et b deux réels de |- oo ; 0[ telsquea < b < 0
a—>b

1 1
Alors f(b) — f(a) = PR
D'une part,a < b donca —b < 0.
D'autre part,a < 0 et b < 0 donc par produit ab > 0.
Ainsi, par quotient, % < 0, autrement dit f(b) — f(a) < 0,donc f(a) > f(b)

a<b<0= f(a) > f(b) donc la fonction inverse est bien strictement décroissante sur |- o ; 0.

3- Représentation graphique :

Un tableau de valeurs de la fonction associé est :

J
X -2 -1 | =05 0 0,5 1 2
fx) | =05 | —1 | —2 | > | 2 1 | 05
. . wl
Sa courbe représentative est représentée ci-contre. } 4 — =
-4 | = 1 2 " Rad
Remarques :
- La courbe représentative de la fonction inverse fait
partie d’'une famille de courbes appelées : hyperbole.
- La courbe représentative de la fonction inverse est
symétrique par rapport a I'origine.

IV] La fonction racine carrée :
1- Définition et propriéteé :

Définition : La fonction racine carrée est la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par f(x) = /x.



Remarques: - L’ensemble [0 ; +oo[ se note aussi R+. On a bien 0 € R+.
- La fonction racine carrée n’est pas définie sur | — oo ; O[ car la racine carrée d’un réel
n’existe que si ce réel est positif ou nul.

2- Variations de la fonction racine carrée :

Propriété : La fonction racine carrée est strictement croissante sur [0 ; + oo].
Son tableau de variations sur [0 ; + oo[ est :
X 0 + o0

Vx

Démonstration : Soit f la fonction racine carrée définie sur R*.
Démontrons que fest strictement croissante sur R*:
Soient aet bdeux réels de R* telsque 0 < a < b

Vb+Ja

Alors f(b) - f(a) = Vb —Va = (Vb —Va)x 1 = (Vb —Va) x ==

(Vb + /a est bien différent de 0 puisque a et b ne peuvent pas étre nuls tous les deux, puisque 0 <
a<b)

B _ (Vb-Va)b+Vva) Vb -va. _ b-a
donc f(b) = f(0) =—F T = Voeva ~ riva
D'une part, puisque a < b, alors b — a > 0.
D'autre part, Vb > 0etva = 0, donc par somme, Vb ++a > 0.

b- :
'\/E+il/a > 0, autrement dit, f(b) — f(a) > 0, donc f(a) < f(b)

0<a<b= f(a) < f(b)doncla fonction racine carrée est bien strictement croissante sur R*

Donc par quotient

3- Représentation graphique :

7 A
Un tableau de valeurs de la fonction associé est :
X 0 1 4 9 16
1
f(x) 0 1 2 3 4 : , , e
0 2 4 6 8
Sa courbe représentative est représentée ci-contre.
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