Signe d'une expression avec des exponentielles
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Exercice n°1 : Etudier le signe des expressions suivantes pour x € R.

1. eX2+3X

2. —5eX~*

3. ex1-1
4. e—X+5 _ e2
5. e3x _ ex+4
6. e3 —e¥¥

Exercice n°2 : Etudier le signe des expressions suivantes pour x € R.
1. e 241
2. 3e% —3e”x*3
3. 2—2e 3%xt2

Exercice n°3 : Etudier le signe des expressions suivantes dans R.
1. e7*+2
2. — 2xe3X
3. X111

Exercice n°4 : Etudier le signe des expressions suivantes dans R.
1. e¥(3x—6)
2. xe** —x
3. 5x+5e3 —x

Exercice n°5 : A 'aide d'une étude de signe, résoudre dans Rles inéquations suivantes.
1. 2x < 2xeX*?
2. (x*+2x—8)e¥>0
3. eX(2—-e¥<0

Exercice n°6 : A I'aide d'une étude de signe, résoudre dans Rles inéquations suivantes.
1. 4xe* > x3eX
2. x—xe* X>0
3. e¥X—e¥<0



Signe d'une expression avec des exponentielles

Exercice n°1 : Etudier le signe des expressions suivantes pour x € R.
1 eX2+3X

L'exponentielle est toujours strictement positive, donc eX' 3% 5 pour toutx € R.

X — 00 + oo
eX2+3X +
2. —5ex*
Comme eX~* > 0, alors —5e¢** < 0 pour tout x € R.
X - 00 + oo
—5eX™* -

3. ex1-1

Onaezx—l—lZO@ezx_l21@e2x_12e0®2x—120@)(2%.
Donce?* 1 — 1> 0 pourx > %, nul pour x = %, et négatif pour x < %
X — o % + oo
e2x-1 _1 _ d) +

4. e—X+5 _ e2

Onae* —e2>0@e*™>e? o —x+5>2©x<3.

Donc e **5 — 2 > 0 pour x < 3, nul pour x = 3, et négatif pour x > 3.
X - 3 + o
e X+5 _ o2 + d) _

5 e3x _ ex+4

On factorise : 3% — X% = eX(e?* — e*). Comme e* > 0, le signe est celui de e?* — e

eX—et>0oc et 2x>4x>2.
Donc e3¥ — eX** > 0 pour x > 2, nul pour x = 2, et négatif pour x < 2.

X -0 2 + oo
e3X _ X+ _ ¢ +

6. e3 —e*¥

Onael—e¥*>0eed>e*e3>4xox<

& w

3 3 , . 3
Donc e3 — e** > 0 pour x < > hul pourx == et négatif pour x > "

3
X - " + oo

e3 — oix + ¢ _

Exercice n°2 : Etudier le signe des expressions suivantes pour x € R.
1. e 241
Comme e**~2 > 0, alors e**"2 + 1 > 0 pour toutx € R.
X - 00 + oo

et 2 41 +




2 3e5 __3e—2x+3
Le signe est celuide e® — e
ef—eEB >0z o5>-2x+3e02x>-2ox>—1.

—2X+3

Donc I'expression est positive pour x > —1, nulle pour x = —1, et négative pour x < —1.
X - -1 + oo
3e® — 3e7%+3 d) +

3. 2 —2e73x+2

Le signe estceluide 1 — e

—3x+2

1—e_3x+2201:)12e_3x+2<:>02—3x+2<:>3>(22<:>x2§.

' . P 2 2 , . 2
Donc I'expression est positive pour x > p nulle pour x = - et négative pour x < -.

X - 0 g + oo
2 __Ze—3X+2 _ ¢ +
Exercice n°3 : Etudier le signe des expressions suivantes dans R.
1. e*4+2
Comme e * > 0, alorse™ + 2 > 0 pour tout x € R.
X - 0 —+ oo
e ¥+ 2 +

2. —2xe3%
Comme e3* > 0, le signe est celui de —2x, donc le signe est opposé a celui de x.
Ainsi, I'expression est positive pour x < 0, nulle pour x = 0, et négative pour x > 0.

X

— OO

3. e 11

_ _ 1
Onae’*1—-1>0& e 121@5){—120@){2;

0

+ oo

—2xe3%

+

0

. . 1 1 , . 1
Donc I'expression est positive pour x > > nulle pour x = - et négative pour x < -.
1
X - 00 S + oo
e 11 - q) +

Exercice n°4 : Etudier le signe des expressions suivantes dans R.

1. e*(3x—6)

Comme e* > 0, le signe est celui de 3x — 6.

3x—6=>20x>2.

Donc I'expression est positive pour x > 2, nulle pour x = 2, et négative pour x < 2.

2. xe?* —x

X — 00

2

+ o0

e*(3x — 6)

¢

+

On étudie le signe du produit.
e*—1>20ee*212x>20x2>0.



Donc e?* — 1 est positif pour x > 0, nul pour x = 0, négatif pour x < 0.
On fait un tableau de signes:
% Pourx < 0:x < 0,e?* —1 < 0, donc produit positif (car négatif X négatif).
% Pour x = 0 :1'expression est nulle.
% Pourx > 0:x> 0,e** — 1 > 0, donc produit positif.
Ainsi, xe?* — x > 0 pour tout x € R, et nul seulement en x = 0.
(En fait, on peut factoriser : x(e?* — 1). Pour x < 0, les deux facteurs sont négatifs donc produit
positif, etc.)

X - 0 + o
X - ( +
e —1 - ( +
x(e?* — 1) + ( +
3. 5x+5e3 —x
C'est une fonction affine.
3
4x+5e3 >0 x> —5%.
. . . 5e3 5e3 .. 5e3
Donc l'expression est positive pour x > — ¥ nulle pour x = — — et négative pourx < ———.
3
X - 00 _e + oo
4
4x + 5e3 - ¢ +

Exercice n°5 : A 'aide d'une étude de signe, résoudre dans Rles inéquations suivantes.
1. 2x < 2xeX*?
On peut diviser par 2 (strictement positif) : x < xe**2,
Il faut étudier le signe de xeX*2 — x = x(e**t? — 1).
On veut x(eX*2 — 1) > 0.
FtudedeeX? —1:eX*2 - 1> 0o x+2>0 x> -2
Tableau de signes de x(eX*2 — 1):
% Six < —2:x<0,eX? — 1 < 0, donc produit positif .
% Si—2<x<0:x<0,eX? —1 > 0, donc produit négatif.
% Six > 0:x> 0,eX*2 — 1 > 0, donc produit positif.
Enx = —2 etx = 0, I'expression est nulle.
Donc l'inégalité stricte est vérifiée pour x < —2 oux > 0.
Solution: x €] — 00, —2[U]0, 4+o0|.

X - 00 -2 0 + oo
2X - ¢ +
eXt2 —1 + ( -
2xeXt2 — 1 - ( + ¢ -

2. (x2+2x—8)e¥>0
Comme e* > 0, cela équivaut a x> + 2x — 8 > 0.

2-6 -2+46

Les racines du trinome sont: A = 4 + 32 = 36, donc x; = _T =—4,x, = 2.

Le trin6me est positif a I'extérieur des racines.
Solution: x €] — 00, —4[U]2, +oo|.



X - o0 -4 2 + oo

(x% + 2x — 8)eX + ( - ( +

3. eX(2—-e9<0
Comme e** > 0, cela équivaut a 2 — eX < 0, soite* > 2, doncx > In 2.
Solution: x € [In 2, 4oo.

X -0 In 2 + o0
2 —eX
e?*(2 — %) + ) _

+
|

Exercice n°6 : A 1'aide d'une étude de signe, résoudre dans R les inéquations suivantes.
1. 4xe* > x3eX

Comme e* > 0, on peut diviser par e*: 4x > x3, soitx3 — 4x < 0.

Factorisons: x(x? — 4) = x(x — 2)(x + 2) < 0.

Etude du signe du produit:

Pour x < —2: les trois facteurs sont négatifs, donc produit négatif.

Pour -2 <x<0:x<0,x—2<0,x+ 2 > 0, donc produit positif.

Pour0 <x<2:x>0,x—2<0,x+ 2 > 0, donc produit négatif.

Pour x > 2: tous positifs, donc produit positif.

On veut strictement négatif.

Solution: x €] — o0, —2[U]0,2[.

EEEE

X ) 0 2 + o0
X - ) +
X—2 - +
X+ 2 - +

x(x — 2)(x + 2) -0 *t 0 - +

2. x—xet*>0
Factorisons: x(1 — e*™*) > 0.
Etudedel—e* ™1 -e**>0 1> s 0>24—xx> 4
Donc 1 — e* Xest positif pour x > 4, nul pour x = 4, négatif pour x < 4.
Tableau de signes de x(1 — e*™¥):
% Pourx < 0:x < 0,1—e** <0, donc produit positif.
% Pour0<x<4:x>0,1—e**<0,donc produit négatif.
% Pourx>4:x>0,1—e** > 0, donc produit positif.
En x = Oet x = 4, I'expression est nulle.
On veut > 0, donc solution: x €] — 0,0] U [4, +0|.
(Attention: enx = 0 et x = 4, c'est égal a 0, donc inclus.)

X - 0 4 +

X - ¢ +
(1-e*™) - +
x(1-e*> ] + 0 - ¢ +




3. eX—eX<0
On factorise: eX(e?* — 1) < 0.
Comme e* > 0, cela équivaut a e?* — 1 < 0, soit e2* < 1, donc 2x < 0, soitx < 0.
Solution: x €] — oo, 0[.

X - 0 + o0
e?* —1 - +
eX(e?* — 1) - (

—+




