@ Propriétés de la fonction sinus et cosinus

Exercice n°1 :
Soit fla fonction définie sur R par :
f(x) = sin (2x)cos ?(2x).

1. Montrer que fest impaire. Interpréter graphiquement.
2. Montrer que fest m-périodique.

Exercice n°2 :
Soit fla fonction définie sur R par :

f(x) = %(3cos (x) — cos (3x)).

Tracer la courbe représentative de fsur la calculatrice.

Al'aide de la courbe, conjecturer la parité et la périodicité de f.
Calculer f(—x) et en déduire la parité de f.

Montrer que fest périodique et préciser sa période.
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Exercice n°3 :
Soit fla fonction définie sur R par :

f(x) = cos (x) — sin (x).

1. Montrer que f n'est ni paire ni impaire.
2. Montrer que fest 2rm-périodique. Interpréter graphiquement.

3. Montrer que, pour tout réel x, —/2 < f(x) <2

Exercice n°4 :
Soit fla fonction définie sur R par :
f(x) =2 — sin (4x).

1. Tracer la courbe représentative de fsur la calculatrice.
2. Montrer que fest %-périodique. Interpréter graphiquement.

3. Montrer que, pour toutréel x, 1 < f(x) < 3.

Exercice n°5 :
1. Soit h une fonction paire. Pour tout réel x, calculer h(x) — h(—x).
2. En déduire que la fonction hdéfinie sur R par h(x) = 3x* + 5cos (2x) est paire.

Exercice n°6:
1. Soit k une fonction impaire. Pour tout réel x, calculer k(x) + k(—x).

2. En déduire que la fonction kdéfinie sur R par k(x) = 2x3 + sin (5x) est impaire.

Exercice n°7 :
Dans chaque cas, vérifier que la fonction fest T-périodique.

a) f:x v sin (4nx), T =%

b) f:x = cos (g),T = 4m

T
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o) f:x Hésin (6x—§),T =

3x+1
4

d) f:x = Scos (), T = =%



Propriétés de la fonction sinus et cosinus H

Exercice n°1 :
Soit f la fonction définie sur R par:
f(x) = sin (2x)cos ?(2x).

1. Montrer que fest impaire. Interpréter graphiquement.
Pour tout x € R,
f(—x) = sin (—2x)cos ?(—2x) = —sin (2x)cos 2(2x) = —f(x).
Donc fest impaire. Graphiquement, sa courbe est symétrique par rapport a I'origine.

2. Montrer que fest m-périodique.
On sait que sin (2x)et cos (2x)sont -périodiques (car sin (2(x + m)) = sin (2x + 2m) = sin (2x), et
de méme pour cos ). Donc f(x + ) = f(x). La période est .

Exercice n°2 :
Soit fla fonction définie sur R par :

flx) = %(3COS (x) — cos (3x)).

1. Tracer la courbe représentative de fsur la calculatrice.
2. ATlaide de la courbe, conjecturer la parité et la périodicité de f.
La courbe semble paire et périodique de période 2.

3. Calculer f(—x) et en déduire la parité de f.
On calcule :

f(—x) = %(3cos (—=x) —cos (—3x)) = %(3COS (x) — cos (3x)) = f(x).
Donc fest paire.

4. Montrer que fest périodique et préciser sa période.
Les fonctions cos (x)et cos (3x)sont 2m-périodiques. Donc fest 2m-périodique.

Exercice n°3 :
Soit fla fonction définie sur R par :

f(x) = cos (x) — sin (x).

1. Montrer que f n'est ni paire ni impaire.
f(=x) = cos (—x) — sin (—x) = cos (x) + sin (x).
Onaf(—x) # f(x) et f(—x) = —f(x).

Donc fn'est ni paire ni impaire.

2. Montrer que fest 2m-périodique. Interpréter graphiquement.
cos (x)et sin (x)sont 2m-périodiques, donc faussi. Graphiquement, la courbe se répete tous les 2.

3. Montrer que, pour tout réel x, —v2 < f(x) < V2.
On peut écrire f(x) = v2cos (x + %) (en factorisant par v/2). Comme —1 < cos (... ) < 1,ona —v2 <

f(x) < V2.
Exercice n°4 :

Soit fla fonction définie sur R par:
f(x) = 2 —sin (4x).



1. Tracer la courbe représentative de fsur la calculatrice.

2. Montrer que fest g-périodique. Interpréter graphiquement.
sin (4x) est g-périodique (car sin (4(x + g)) = sin (4x + 2m) = sin (4x)). Donc faussi.

Graphiquement, la courbe se répéte tous les g

3. Montrer que, pour toutréel x, 1 < f(x) < 3.
Comme —1 < sin (4x) < 1l,ona—1< —sin (4x) <1,donc2—-1<f(x) <2+ 1,s0it1 < f(x) < 3.

Exercice n°5 :
1. Soit h une fonction paire. Pour tout réel x, calculer h(x) — h(—x).
Si h est paire, alors pour tout réel x, h(—x) = h(x).
Donc
h(x) — h(=x) = h(x) — h(x) = 0.

2. En déduire que la fonction hdéfinie sur R par h(x) = 3x* + 5cos (2x) est paire.
On considére h(x) = 3x* + 5cos (2x).
Pour tout x € R:

h(—x) = 3(—x)* + 5cos (2(—x)) = 3x* + 5cos (—2x).

Comme la fonction cosinus est paire, cos (—2x) = cos (2x), donc:
h(—x) = 3x* + 5cos (2x) = h(x).

Ainsi h est paire.

Exercice n°6:
1. Soit k une fonction impaire. Pour tout réel x, calculer k(x) + k(—x).
Si kest impaire, alors pour tout réel x, k(—x) = —k(x).
Donc
k(x)+ k(—x) = k(x) + (—k(x)) = 0.

2. En déduire que la fonction kdéfinie sur R par k(x) = 2x3 + sin (5x) est impaire.
Pour tout x € R:
k(—x) = 2(—x)3 + sin (5(—x)) = —2x3 + sin (—5x).

Comme la fonction sinus est impaire, sin (—5x) = —sin (5x), donc:
k(—x) = —2x3 — sin (5x) = —(2x3 + sin (5x)) = —k(x).

Ainsi kest impaire.

Exercice n°7 :
Dans chaque cas, vérifier que la fonction fest T-périodique.

1. f:x w»sin(4nx), T =%

Or sin (8 + 2m) = sin 6, donc f(x + ;) = sin (4nx) = f(x). Vérifié.

2. fix v cos (g),T = 4m



Comme cos (6 + 2m) = cos 6,ona: f(x + 4m) = cos (32—6) = f(x). Vérifié.
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3. fixw isin (6x —g),T =
Or2m — g = 5?”, mais plus simplement, sin (68 + 2m) = sin 8, donc: f(x + g) = gsin (6x — g) = f(x).
Vérifie.

3x+1

4. f:x - 5cos ( "

81
)T =—

Or%ﬂ = 2m, donc: f(x + 8?71) = 5cos (% +2m) = 5cos (%) = f (x). Verifié.



