Produit scalaire

I] Définition et propriétés :
1 - Norme d'un vecteur :

Définition : Soit un vecteur U et deux points A et B tels que U = AB.
La norme du vecteur u, notée ||u]|, est la distance AB.

2 - Définition du produit scalaire :

Définition : Soit U et ¥ deux vecteurs du plan. C
On appelle produit scalaire de deux vecteurs, non nuls, U et V,
le réel noté U.v, tel que :

<l

u.v = |[d]] x ||[V]| X cos(u; V)

cl

Uu.v se lit "u scalaire v".
Exemple : On donne la figure suivante, déterminer le produit scalaire AB.AC.

AB.AC=||AB|| x|[AC]| x cos BAC
= AB x AC X cos 60°
=3x2x§=3

3 - Propriété de symétrie du produit scalaire :

Propriété de symétrie : Pour tout vecteur U etV,ona: u.v = v.u.

Démonstration : On suppose que U et V sont non nuls (démonstration évidente dans la cas contraire).
u.v = |[u]| x [|[V|]| X cos(u;V
=[IVIl X [[dll X cos(u; V)
=[I¥ll x [Idll x cos(—(¥ ;W)
=[IVIl X [[dll X cos(V; u)
-
=Vv.u

4 - Cas de colinéarité :

Propriété : Lorsque les vecteurs U et V sont colinéaires alors,

— = - o 1 A

u.v = ||ul| x ||v|]| s’ils sont de méme sens.

u.v = —||u]| x [|[V]| s’ils sont de sens contraires.
5 - Identités remarquables :

Propriétés : Pour tous vecteurs U et v, on a:
1) (U + V)%= U+ 2U.V + v?
2) (U —V)?=1u%—2Uv + v?
3) W+ WU —V) =u’-v?



Démonstration pourle 1) :

W+W?=W+VHU+V)
=UU+uv+vu+vy
=U’+ 2U.V + v2

6 - Avec la projection orthogonale :

Définition : Vecteurs, non nuls, U et V. de méme origine.
SoitU = AB, V = AC et H le projeté orthogonal de C sur (AB). On a alors
AB-AC=AB - AH
AB et AH sens contraire : AB et AH méme sens :

C C

H A B A H B
AB-AC=— AB x AH AB - AC = AB x AH

II] Autres définitions et propriétés :
1- Propriétés :

Propriété : Soit U et ¥ deux vecteurs. On a:

uv= S ([dl*+ V112 = lld = 9lI*) et dv= 3 ([d+VII* = [I6ll> = [IV]l*)

Démonstration de la premiére formule :
It = VII’=@d - ¥)?
=U? — 2U.V + v?
= [Idll* — 20V + [IV]I?
—_ = 1 - — — -
Donc i.v= - ([dll*+IVIl* — IId — VII*)
Propriété : Dans un repére orthonormé, soit u et v deux vecteurs de coordonnées respectives (x; y) et
&5y
Ona:u.v=xx +yy.

Démonstration : 0.V = (xi + yj)(x'7 + y9)

=xx1i+xy1]+yxji+yyjj

e 2 Lirdrd Lrdrd 2112
= xx [[{]| "+ xy i + yx i + yy'|[j]
=xx +yy'

Propriété : Dans un repére orthonormé, deux vecteurs_u et vV sont orthogonaux si et seulement si
— — . . ) )
u.v = 0, ce qui se traduit par xx'+ yy'= 0.




Propriétés : Pour tous vecteurs i, v et w,on a :
DUF+W) =uv+uw 2) u.(kv) = ku.v, avec k un nombre réel.
3) .U = |[u]|? 4) |Id + VI*= [[WllI*+ [[V]I*+ 2uv

2- Théoréme d’Al Kashi :

Théoréme : Soit un triangle ABC. On a,
BC? = AB* + AC* — 2AB X AC cos A

AB? = AC? 4+ BC? — 2AC x BC cos C
AC? = AB? + BC? — 2AB x BC cos B

Avec a, b et c les longueurs des cotés opposés
respectivementa A,BetC.Ona:
a’? =b? + ¢ — 2bccosA

Démonstration : On part de la relation :
BC2= (BA + AC)? = (AC - AB)?
= AC? - 2AC .AB + AB?
= AC? + AB? — 2AC X AB cos A

Remarque : St A= g on retrouve le théoréme de Pythagore a? = b? + c2.

Exemple : On considére la figure ci-contre, calculer la mesure de I'angle BAC au degré preés.

D’apres le théoreme d’Al Kashi, ona: C
BC? = AB% + AC%2 — 2 x AB X AC X cos BAC . .
42 =62 + 52 -2 x 6 x5 X cos BAC
16 =36 + 25 — 60 cos BAC
60 cos BAC =36 + 25 — 16 A ? ;
60 cos BAC = 45 6
— 45
cos BAC = ™
cos BAC = %
BAC ~ 41°

III] Ensemble de points :

Théoréme : Soient deux points A et B et leur milieu I, pour tout point M on a la relation :

N 1
MA.MB = MI?* — ZABZ

Démonstration : On introduit le point [ dans le produit scalaire.
MA . MB = (MA + IA) . (Mi + IB)
= MI?+Mi.IB+ IA.MI +1A.IB
= MI2 + Mi (IA + 1B ) — 1A




= MI2 + Mi (IA + 1B ) — 1A
= MI? — -AB?

Propriété ; L’ensemble des points M vérifiant I'égalité MA . MB = 0 est le cercle de diamétre [AB].

Démonstration : Soit O le milieu du segment [AB]. M
Ona:MA.MB=0

(MO + 0A).(MO + 0B)= 0

Comme O est le milieu de [AB], on a: OB= —0A

Soit : (MO + OA).(MO — 0A)= 0

&MO0? — 0A%=0 car (4 + V).(@ — V)=u% — ¥2 A

©&MO0? — 0A?=0

Soit : MO? = 0A? soit encore MO = OA.

M appartient donc au cercle de centre O et de rayon OA, c’est-a-dire le cercle de diametre [AB].

Propriété : Un point M, distinct de A et B, appartient au cercle de diametre M
[AB] si et seulement si le triangle ABM est rectangle en M.

lustification : MA . MB = 0 si et seulement si les vecteurs A o
MA et MB sont orthogonaux.



