Dérivation

I] Nombres dérivés :

Dans cette partie, f désigne une fonction définie au moins sur un intervalle I, Cr désigne sa

courbe représentative dans un repere (O ; i f) et a et b désignent deux réels appartenant a [ avec a # b.

1 — Taux de variation :

e e L : . f(b) —f
Définition : Le taux de variation de la fonction f entre a et b est le quotient ) -fa)

f(a+h) — f(a)
—

En posantb = a + h, avec h un réel non nul, ce quotient s’écrit aussi

2 - Interprétation graphique du taux de variation :

Notons A le point de coordonnées (a; f(a)) et M le point de coordonnées (a + h; f (a + h)).
fa+h)—f(a) _ f(a+h)—f(a)

Le coefficient directeur de la sécante (AM) est égal 3 Y2 —
XM - at+h-a h

XA

On a ainsi la propriété suivante :

Propriété : Le taux de variation de la fonction f entre a et b est égal au coefficient directeur de la
sécante (AM).

3 - Nombre dérivé :

Définition : Supposons que pour les valeurs de h de plus en plus proches de zéro (mais toujours avec h

fa+h) —

fi . , R .
# 0), les nombres @ Heviennent de plus en proches d’'un nombre réel fixé noté 1.

Alors on dit que la fonction f est dérivable en a et que | est le nombre dérivé de f en a.
Ce nombre dérivé est noté f'(a).

f(a+h) - f(a)

Remarque : On peut alors noter f’(a) = Lirré .
-



4 - Interprétation graphique du nombre dérivé :

On suppose ici que la fonction f est dérivable en un réel a de I'intervalle I.

Définition : La droite qui passe par le point A(a; f(a)) et dont le coefficient directeur est le réel f’(a)
est la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a.

2
fla+ hl)
fta) Ja4 x;
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-

Remarque : Autrement dit, quand il existe, f’(a) est le coefficient directeur de la tangente a la courbe
représentative de f au point d’abscisse a.

Propriété : L'équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a est
y=f'(@)x—a)+1(a)

Démonstration : Nommons Ta cette tangente. Par définition, f’(a) est le coefficient directeur de T,
donc il existe un réel b tel que I'’équation de Ta soity =f’(a)x + b.

Or A(a; f(a)) € Ta donc ses coordonnées vérifient I'équation de Ta, c’est-a-dire
ya=f'(a)xa+b,douf(a) =f’(a) Xxa+b,doncb =f(a) - af’'(a).

L'équation de Taestdonc: Ta:y =f’'(a)x + f(a) -af’(a),soit Ta:y =f'(@)(x — a) + f (a).

II]1 Dérivées des fonctions usuelles :
1 - Fonction dérivée :

Définition : Soit f une fonction définie au moins sur un intervalle I.

La fonction f est dérivable sur I si et seulement si pour tout réel a € |, f est dérivable en a.

La fonction définie sur I qui, a tout réel x de I, associe le nombre dérivé de f en x est appelée la fonction
dérivée de f. Cette fonction est notée f'.

2 - Dérivée d’une fonction constante :

Propriété : Soit f une fonction définie sur R par f: x = k, k € R.
Alors f est dérivable sur RetVx € R, f’(x) = 0.

Démonstration : Soit x un réel. Calculons le taux de variations de f entre x et x + h, avec h # 0.

fx+h) — f(x) k -k
h ~h

Ainsi, quand h tend vers 0,

=0

f(x + h) — f(x)

tend vers 0 € R.

Donc f est dérivable en x.
Or ceci est vrai pour tout réel x, donc f est dérivable sur R.
On a alors, pour tout réel x, f'(x) = 0.



3 - Dérivée d'une fonction affine :

Propriété : Soit f une fonction définie sur Rpar f: x = ax+b, (a;b) € R 2 et anon nul.
Alors f est dérivable sur Ret Vx € R, f'(x) = a.

Démonstration : Soit f(x) =ax+ b, aveca, b € R.
Pourh # 0, f(x+h£—f(x) _ a(x+h)+ﬁ—(ax+b) _ ax+ah+hb—ax—b _ 1_}1 .

La limite quand h — 0 est donc a.
Donc f est dérivable sur R et, pour toutx € R, f'(x) = a.

4 - Dérivée de la fonction carrée :

Propriété : Soit f une fonction définie sur R par f: x - x°.
Alors f est dérivable sur Ret Vx € R, f'(x) = 2x.

Démonstration : Calculons le nombre dérivé de la fonction f en un nombre réel quelconque x.
fx+h) —f(x) _ (x +h)2-x? . x% 4 2xh + h% — x2 _ h(2x+h)

Pourh#0: . - = - = - =2x+h
Or: lim V- lim (2x + h) = 2x
h—0 h h—0

Pour tout nombre a, on associe le nombre dérivé de la fonction f égal a 2x.
On a donc défini sur R une fonction, notée f’ dont I'expression est f’(x) = 2x.
Cette fonction s'appelle la fonction dérivée de f.

5 - Dérivée de la fonction cube :

Propriété : Soit f une fonction définie sur R par f: x = x3.
Alors f est dérivable sur R et Vx € R, f'(x) = 3x%

Pré-requis utile pour la démonstration :
Pour tousréelsaetb,ona:

(x+y)3=x3+3x%y + 3xy? +y3

En effet:

x+y)P=E+y)(x+y)
x+y)P=x+2xy+y)(x+y)

(x+y)3 =x3 4+ x%y + 2x2y + 2xy?% + xy2 + y3
(x+y)3=x3+3x%y + 3xy2 +y3

Démonstration : Soit x un réel. Calculons le taux de variations de f entre x et x + h, avec h # 0.
f(x +h) — f(x x+h)3-x3  x343x*h+3xh?+ h3 -x3 3x%h 4+ 3xh?+ h®  h(3x? + 3xh + h?
SMLEIL : - - = 20T = 32 + 3xh +h?

Or: lim &M =% _ iy 3%2 4 3xh + h? = 3x2
h—-0 h h—-0

Donc f est dérivable en x. Or ceci est vrai pour tout réel x, donc f est dérivable sur R.
On a alors, pour tout réel x, f'(x) = 3x%.



6 - Dérivée de la fonction inverse :

Propriété : Soit f une fonction définie sur R par f: x = ~

Alors f est dérivable sur ] — oo ; O[ et sur ]0 ; +oo[, et Vx € R*, f'(x) = — =

Xz.

Démonstration : Pour la fonction inverse.

Soit la fonction f définie sur R\{0} par f(x)=

1
"

Démontrons que pour tout x de R\{0},ona: f'(x) = — le

Pourh#0eth#xtelquex+h+#0,

1 1 Xx—x—h —h
f(x +h) — f(x) — xth_x _ xG+h) _ xG+h) _ _ 1
h h h h x(x + h)
. f(x+h) -f(x) .
Or:llm—=11m(— )=——
h—0 h h—0 x(x+h) x2

Pour tout nombre x, on associe le nombre dérivé de la fonction f égal a — =

Ainsi, pour tout x de R\{0},ona: f'(x) = — xiZ

7 - Dérivées des fonctions de la forme x = x? :

Propriété : Soit n € N et soit f la fonction définie sur R par f: x - xn.
Alors f est dérivable sur Ret Vx € R, f'(x) = nxn-1,

8 - Dérivée de la fonction racine carrée :

Propriété : Soit n € N et soit fla fonction définie sur R par f: x = 1/x

Alors f est dérivable sur ]0 ; +oo[ et Vx €]0 ; +oo[, f'(x) = ﬁ;

Démonstration :
% Montrons que f est dérivable sur ]0 ; +oo] :
Soitx un réel de |0 ; +ool.
Calculons le taux de variations de f entre x et x + h,avech # 0 tel x + h €]0 ; +oo[ :

f(x+h) - f(x) _ Vx+h—-vx _ Vx+h+vx _ vx+ 2—\/;2 _ x+h-x _ 1
h . h Vx+h+vx  h@x+h+vx) hAx+h+vx)  Vx+h+vx
T fx+h) —f(x) 1 N L .
Or.}ll_r)ré — -~ lim &+&—2&6Rcarx€]0,+oo[.

Donc f est dérivable en x.
Or ceci est vrai pour tout réel x €]0 ; +oo[, donc f est dérivable sur ]0 ; +oo].
On a alors, pour tout réel x €]0 ; +oo[, f'(x) = Zi&

& Montrons que f n’est pas dérivable en 0 :
Calculons pour cela le taux de variations de fentre 0 et 0 + havech # 0 tel que 0 + h € [0 ; +o0] :

fO+h) —f(0) VO+h-~v0 _vh _ +vh 1
h - h ~h  Vvhxvh +h




Or: lim 0HW ~f©

lim tend vers un quotient dont le dénominateur serait nul, ce qui est impossible dans
R.

(0 + h) — f(0)

Or f est dérivable en O si et seulement si tend vers un nombre réel.

Donc f n’est pas dérivable en 0.

9 - Dérivée de la fonction valeur absolue :

xsix=>0
—xsix<0

1six>0
—1six<0

Propriété : Soit n € N et soit f la fonction définie sur R par f(x) = |x|= {

Alors la fonction f est dérivable sur ] — co; O[ et sur ]0; +oo[ etonaf'(x) = {

En particulier, la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0.

Démonstration :
& Montrons que f n’est pas dérivable en 0 :
Posons, pour tout réel h non nul, t(h) = w. Onaalors t(h) = w = %

. h L -h
Slh>0,t(h)=;=1,ma1551h<0,t(h)=T=— .
Ainsi, selon si h est positif ou négatif, le taux de variations de f en 0 tend vers deux réels différents, ce
qui est contraire a la définition de la dérivabilité en un réel. Donc f n’est pas dérivable en 0.

% Montrons que f est dérivable sur ]0 ; +oo[ :
Pour toutréel x > 0, f (x) = Ix| = x.
Or la fonction x = x est une fonction affine dérivable sur R et dont la dérivée est x = 1.
Donc f est dérivable sur ]0 ; +oo[ et pour toutx > 0, f'(x) = 1.

% Montrons que f est dérivable sur ]0 ; +oo[ :
Pour toutréel x <0, f (x) = Ix| = —x.
Or la fonction x = —x est une fonction affine dérivable sur R et dont la dérivée est x = —1.
Donc f est dérivable sur | — oo ; 0[ et pour toutx < 0, f'(x) = —1.

10 - Tableau récapitulatif des dérivées des fonctions usuelles :

Fonction f Ds Dérivée ' Ds:
fx) =k, keR R f'x)=0 R
f(X) =ax + b, ' —

aveca,b eER R ey =a R

f(x) = x2 R f'(x) =2x R

f(x) = x3 R f'(x) = 3x? R

f(x) =x" 1v) — pyn—1

HEN R f'(x) =nx R
f(x) = R\{0} f®)=—5 R\{0}




f(x) = = v o
o R\{0} f'(0) = — o R\{0}
n = 1 entier
f(x) = VX [0; +oof f'00 = 5z 105+ oo
1six>0
. Crady | o

III] Dérivée d'une somme, d’'un produit et d’'un quotient :
1 - Dérivée d’'une somme :

Propriété : Soient u et v deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle L.
Alors la fonction u + v est définie et dérivable sur et (u+v) ' =u’'+ V',

Démonstration : Soit x un réel de L.

Calculons le taux de variations de la fonctionu + ventre xetx + h,avech # 0 telquex+ h €I :

(u+v)x+h)—(u+v)(x) ux+h)+vx+h)-u®x -vx ux+h)—u) +V(X +h) — v(x)
h - h - h h

Or u est dérivable sur I, donc en x, donc quand h tend vers 0, u+h) - u

v(x+h) -v(x)

tend vers u'(x) € R.

De méme, v est dérivable sur I, donc en x, donc lhirré tend vers v'(x) € R.
-

W+v)x+h) - U+v)(x)
h

Ainsi, tend vers u'(x) + v'(x) ER.

Donc u + v est dérivable en x. Or ceci est vrai pour tout réel x de I, donc u + v est dérivable sur [ et, (u
+v)' =u+Vv.

2 — Dérivée de ku :

Propriété : Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et k un réel.
Alors la fonction ku : x = k X u(x) est définie et dérivable sur I et (ku)’ = ku’.

Démonstration :
Soit x un réel de I.

Calculons le taux de variations de la fonction ku entre x et x + h,avech # O telquex+ h € I:
(ku)(x + h) — (ku)(x) _ ku(x + h) + ku(x) _ k(u(x+ h)) —u(x) kx u(x +h) —ux)

h h h h
2G D) =909 tond vers u'(x) ER.

Or u est dérivable sur I, donc en x, donc quand h tend vers 0,

0, G+ - (ku)G)
’ h

Donc ku est dérivable en x. Or ceci est vrai pour tout réel x de I, donc ku est dérivable sur I et (ku)’ =

ku'.

Ainsi, quand h tend vers tend vers k X u’(x) € R.

3 - Dérivée d’'un produit :

Propriété : Soient u et v deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle I.
Alors la fonction uv : x = u(x) X v(x) est définie et dérivable sur I et (uv)’ =u'v + uv’.



Démonstration :
Soit x un réel de I.

Calculons le taux de variations de la fonction uv entre x et x + h,avech #0telquex+ h €1:
(u)(x+h) — (u)(x)  ux+h)v(x+h) - ux)v(x)

h h
_u(x+h)v(x+h) —u®vE+h)+u®vE+h) —uE)v)
a h
_ u(x + h})l —u(x) v+ h) + v(x + h})l —v(x) ()

Or u est dérivable sur I, donc en x, donc quand h tend vers 0, tend vers u’(x) € R.

v(x+h) -v(x)
0, -

De méme, v est dérivable sur I, donc en x, donc quand h tend vers tend vers v'(x) € R.

Enfin, on admet que si h tend vers 0, alors v(x + h) tend vers v(x).

0, () (x + };)—(uv)(X) tend vers u'(X)V(X) + V’(X)U(X) ER.

Donc uv est dérivable en x. Or ceci est vrai pour tout réel x de I, donc uv est dérivable sur I et (uv)’ =
! /
u'v+uv'.

Ainsi, quand h tend vers

4 - Dérivée d’'un quotient :
a. Dérivée de l'inverse d’une fonction non nulle :

Propriété : Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I telle que pour tout réel x de I,
u(x) # 0.

.1 s ‘o 1\’ !
Alors la fonction -est définie et dérivable sur I et (;) = — %

Démonstration :
Soit x un réel de 1.

L. .1
Calculons le taux de variations de la fonction - entrexetx+ h,avech#0telquex+he€l:

1 1 u(x) __u(x+h) u(x) —u(x+h)
ux+h) u®x u®u(x+h) uxukx+h) x(x + h)
h B h ~ hu(x)u(x+h)
u(x+h) —ux) 1
T h x u(x)u(x + h)

Or u est dérivable sur I, donc en x, donc quand h tend vers 0, uet b ~uE) end vers u’'(x) € R.
On admet de plus que si h tend vers 0, alors u(x + h) tend vers u(x).
1 1

u(x +h) B

u(x) ' 1 '
- ® tend vers —u'(x) X = LW

u(x) X u(x) o u(x)?

Ainsi, quand h tend vers 0,

1 , . . . , 1 , . 1\’
Donc » est dérivable en x. Or ceci est vrai pour tout réel x de I, donc - est dérivable sur 1 et (E) = ——

b. Dérivée d'un quotient :

Propriété : Soient u et v deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle I et telles que pour tout
réel xdel, v(x) # 0.
u'v-v'u

!
Alors la fonction % est définie et dérivable sur I et (3) =—0




Démonstration :

% =uX - est dérivable sur I (via la propriété de la dérivée du produit) et :
(u)’ ( )' ’><1+ y —v' u'v — vu
_ = _ =u _ u =
v % v2 v?

5 - Dérivéedex = g(ax + b) :

Propriété : Soit a et b deux réels avec a # 0.
Soit g une fonction dérivable sur un intervalle I et soit ] un intervalle tel que, pour tout réel x de ], ax +
b appartienta L.
Alors la fonction f définie sur ] par f(x) = g(ax + b) est dérivable sur ] et pour tout réel x de J,
f'(x) =axg'(ax+b).

Démonstration :

Soit x un réel de J. Calculons le taux de variations de f entre x et x + h, avech € R*tel quex + h € J.
f(x+h) — f(x) g(a(x+h)+b)—glax+Db)

h B h
_ g(ax+ah+b) —g(ax+b)
a h
_ a[g((ax+b) +ah) — g(ax + b)]
B ah

g(X+H) - g(X)
H
Or quand h tend vers 0, ah tend aussi vers 0, donc H tend également vers 0.

Or d’apres I'énoncé, x € ], donc X € | et la fonction g est dérivable sur . Ainsi, quand H tend vers 0, le

taux de variations de g entre X et X + H tend vers g'(X).
gX+H)-gX)

En posant H = ah et X = ax + b, ce taux de variations s’écrit alors a X

Ainsi, quand H tend vers 0, a X
f(x +h) — f(x)

tend vers a X g'(X), réel fixe.

Ainsi, quand h tend vers 0, tend vers a X g'(ax + b), réel fixe.

Donc f est bien dérivable en x € J.
Or ceci est vrai pour tout réel x de |, donc f est bien dérivable sur ] et pour tout réel x € J, f'(x) = a X
g'(ax + b).

6 - Tableau récapitulatif des opérations sur les dérivées :

Fonction f Dérivée f"'
u+v (u+v)' =u+V
ku, avec k est une constante (ku)' = ku'
uv est dérivable sur | (uv)' =u'v+uv'
1, avecu# 0 (1>’ -~ u'
! i B
u u
u [} [ ’
;,avecviO (E)_ u'v —uv
\4 V2
g(ax+b), avec aeR*etb€R axg(ax+b)




IV] Sens de variations d’'une fonction :

Théoreme : Soit une fonction f dérivable sur un intervalle I.
Sif’(x) = 0, alors la fonction est constante.

Sif’(x) > 0, alors la fonction f est strictement croissante sur [.
Sif’(x) <0, alors la fonction f est strictement décroissante sur I.

Exemple : Déterminer les variations de la fonction f dérivable sur R :
fx) =—x3+3x*+2

> On calcule la dérivée : f’(x) = — 3x* + 6x = 3x(— X + 2).
» On cherche les valeurs qui annulent la dérivée: f'(x) =0 ©x=0oux = 2.
> Le signe de f'(x) est celui d’'un trindme du second degré.

On obtient le tableau de variation suivant :

X - 0 0 2 +
f'(x) - 0 + 0 -
+ o 6
f(x) \ / \
2 -0

V] Extremum d’une fonction :

Propriété : Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et soit xo un réel de I qui ne soit
pas une borne de I. Si f(x0) est un extremum local de f, alors f’(x0) = 0.

Remarques :
» Sif (x0) est un extremum local de f, alors la courbe représentative de f admet

au point d’abscisse xo une tangente horizontale (parallele a 'axe des abscisses).
» Attention : La réciproque de cette propriété est fausse.

. Exemple : Soit la fonction f cube définie sur R par f (x) = x3:

f’(0) = 0 mais f(0) = 0 n’est pas un extremum local de f.

Il manque en effet une condition... :

Propriété : Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et soit x0 un réel de I qui ne soit
pas une borne de I. Si f’ s’annule en X0 en changeant de signe, alors f(xo0) est un extremum local de f.



